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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMERO Y SEGUNDO
ORDEN UN REPASO.

Hemos visto que un sistema dindmico no queda caracterizado por una constante numeérica, sino
que se describe por una ecuacidn diferencial, que relaciona las variables de entrada y salida del
sistema.

Para un ingeniero de control es muy util poder estimar las formas que puede tomar la variable
de salida de un sistema, saber si sera creciente o decreciente, rapida o lenta, si tendra o no
oscilaciones. Veamos como esta informacion se puede obtener con relativa facilidad de los
coeficientes de la ecuacion diferencial que modela el proceso que estamos analizando.

En la practica, la situacién mas frecuente es encontrarse con sistemas dinamicos de primero y
segundo orden. En otros casos, sistemas de orden mayor estan formados por subsistemas mas
simples de primero y segundo orden. Por este motivo, es conveniente estar familiarizados con
estos sistemas y con los parametros que caracterizan su respuesta.

Recordemos que, en el caso general de una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes

dny(t) dn-1y () @2y® 4 dy O -
am T T T a2 an-1=g, any(t) = u(t)

la solucion general, y(t) =yn(t) + yp(t) , estad constituida por las n soluciones independientes de
la ecuacién homogénea mas una solucion particular de la ecuacion completa.

La ecuacion homogénea describe la evolucion del sistema desde una condicion inicial cuando no

hay sefial de entrada [u(t) = 0] y las soluciones homogénea son del tipo e™ donde “r” esuna
constante.

dmert =— m 't
Como - T e

setendra  (r"+ai;r"+ ... +apar +ap)et=10
por lo que e™ serd una solucidn si se satisface la ecuacion caracteristica

M+a; M+ . an2r2+anr +a,=0
gue también se puede escribir r-ri)(r-r2)...... (r—rn1) (r—rn)=0.

Si las n raices son distintas se obtienen n soluciones independientes et ... ™Mt

Analicemos esta solucidn en casos simples, para visualizar las formas posibles de la respuesta.



SISTEMAS DE PRIMER ORDEN

La forma general es Aj—f + By(t) = C u(t), que corresponde a un diagrama de la forma

ECUACIONES DIFERENCIALES

Diagrama de integradoresde sistema de Primer Orden

*) Ecuacién Homogénea, u(t) =0

En estas condiciones, la ecuacion caracteristicaes Ar+B=0 2 r=-B/A
y la salida de la homogénea es de la forma  y(t) = Ce -BiA) .

Vemos que la respuesta libre de un sistema de primer orden es de forma exponencial. Si
“B/A” es positivo, y(t) es decreciente; si “B/A” fuese negativo, resultaria una exponencial

creciente.

**) Entrada constante, u(t)= Uo.
Si hay una sefial de entrada constante , la salida y(t) tiende hasta un valor final, también constante;
cuando se llega al equilibrio, dy/dt = 0, de donde puede calcularse el valor final de y = (C/A) Uo.

Frecuentemente la ecuacion diferencial de primer orden se suele presentar en forma
ligeramente diferente, de modo que sus coeficientes se puedan relacionar mas facilmente con
resultados experimentales. En lugar de la forma anterior

AZ + By(t) = C u(t)

dividiendo por B resulta

()2 + y(t) = (C/B) u(t)
2+ y(t) = Ku(t)

Al coeficiente T = A/B se lo denomina la constante de tiempo del sistema y es un parametro
caracteristico de los sistemas de primer orden.



Al coeficiente K se lo puede interpretar como un factor de ganancia entre salida y entrada, en
estado estacionario. Consideremos que ensayamos el sistema de primer orden con una entrada Uo
constante y designemos por Yest el valor que alcanza la salida cuando el sistema se estabiliza. En
estas condiciones, dy/dt=0 > Yest=K Uo

= K=Yest/Uo
Ady(t) C

B dt ’ ([) B N

dt

v v

CONSTANTE GANANCIA
DE TIEMPO ESTATICA

que corresponde a un diagrama de la forma

ECUACIONES DIFERENCIALES

Diagrama de integradores del sistema de Primer Orden

La salida de la solucion de la ecuacion Soluciones de la ec. diferencial
homogénea y(t) a partir de una condicién Solucién Homogénea
inicial Yo resulta

—(BIA)t —th

y(t)=Yoe =Yoe

en el instante t =7 el valor de la salida
es Yoe'= 0.632 Yo

En la practica, la constante de tiempo de un sistema de primer orden puede obtenerse aplicando
una entrada constante Uo al sistema Como en el instante inicial y(0) = 0, de la ecuacion
diferencial se obtiene



Wl g = Yest

d_t] =0 T

que interpretamos geométricamente como la pendiente de la tangente a y(t) en el origen.

Si se prolonga la pendiente inicial hasta cortar la linea del valor final de la salida, el tiempo asi

determinado corresponde al coeficiente .

Solucion de la ec. Diferencial de 1° orden
Para entrada escalon u(t) = Uo

t

y(t)=K Uo (1-e *)

tgo = nKﬁgﬁg/T

Derivadaen 0 #0




SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN

Para sistemas de segundo orden, cuya forma general es
ALY + B2O+ Cy(t) = Du(t)
dt2 dt

también partimos de analizar la ecuacion homogénea, formando la ecuacion caracteristica

Ar’+Br+C=0
—-B+yB2-44AC

conraicesry, r, = ”

pudiéndose presentar los siguientes casos:

(1) Sir1y rzson nimeros reales y distintos ( lo que ocurre cuando B?-4AC>0), la solucién de
la homogénea es
y(t) = C erlt + Co eTZt
(2) Si ri=rz, nimeros reales iguales ( lo que ocurre cuando B>-4AC=0), la solucion de la
homogénea es
y(t) = C erlt + Co teTZt
(3) Si r1y rason nimeros complejos ( lo que ocurre cuando B2-4AC<0), la solucién de la
homogénea es
y(t) - Cl eT’lt + CZ eTZl‘
donde ahora cy, c2, y también ry, r> resultan complejos conjugados.

—B+yB2—4AC =

r, N = ”

ctjw
C1=C ejw, Co=C e~ J9

resultando

C e/? glotjw)t 4 ¢ o=j@ plo—jw)t

C eat{ejwtw + e—(jwt+o)} = 2Cecos(wt)

y(t)

Aqui vemos que, seguin sean las raices de la ecuacion caracteristica, las respuestas pueden ser:
+ unasuma de exponenciales
« una exponencial mas una rampa afectada por un factor exponencial
« una senoide afectada por una exponencial.

En estas expresiones vemos que:
« el comportamiento exponencial esta caracterizado por el factor b/2a; se o conoce como
factor de amortiguamiento, y la notacién mas generalizada es o
+ el ttrmino w multiplica a la variable “tiempo” en el argumento de la senoidal, por lo que
puede interpretarse como una frecuencia; se la denomina frecuencia amortiguada.



Como o'y w son parte real e imaginaria de un namero complejo, calculemos el médulo del mismo

modulo? = ¢ + w?,
(i)2+x/4AC—BZZ

24 442

_ (—B)2+4—AC—32 - C
2A 442 A

La raiz de este valor se simboliza por w,y se denomina frecuencia natural o frecuencia no
amortiguada del sistema

La relacidn entre el factor de amortiguamiento y la frecuencia natural define el coeficiente de

amortiguamiento, ¢ = o /wn , Considerando ¢ como la proyeccion de wn sobre el eje real, se
puede interpretar ¢ como el coseno del angulo entre el vector y el eje real que, obviamente,

es 0 <c¢g<l.

A menores valores de ¢, menor es la atenuacion de la oscilacion de frecuencia w. En cambio, a
medida que ¢ se aproxima a “1”, la atenuacion aumenta.

Podemos sefalar que también la frecuencia de oscilacion puede escribirse en términos de wn y o.
w?n =0*+0?
w? =w?n —o* =’n (1-0)

w=wn+/(1-72)

Basandonos en estas relaciones, y de un modo analogo a lo que
vimos en sistemas de primer orden también en modelos
dinamicos de segundo orden se acostumbra plantear la ecuacion
diferencial en términos relacionados con las caracteristicas de la
respuesta temporal.



Modelo de sistema de segundo orden

7 y(1) 1y (1)
PP NS }i() + Cy(t) =D u(t)

dr? dt

d*yv/it) Bdy@® C . D .
— k= +—y(t) =— u(1)
dt” A dt A A

ECUACIONES DIFERENCIALES

Diagrama de integradores del sistema de Segundo Orden




En el grafico siguiente se muestra la respuesta libre del sistema, esto es sin entradas (u(t) = 0) y desde
una condicion inicial yo, para distintos valores del coeficiente de amortiguamiento. Se muestran
distintos casos de ¢ entre 0.1 y 1, y como seria una respuesta con g <0 .
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MODELOS MATEMATICOS Y SISTEMAS FiSICOS

Es interesante relacionar los coeficientes del modelo matematico con los parametros del sistema fisico
que representa. Veamos dos ejemplos simples.

1) La figura muestra un deposito cilindrico de area A, con una con variable de entrada caudal g;(t)
y salida nivel I(t). El caudal de descarga a través de la restriccion R es proporcional al nivel I(t)

Ll

== - )
; caudal g (). lts/min

1 mivel, (1), [
metros
candal geof1),

- R| 1§-)nﬁn

u

area,
Las ecuaciones que describen este proceso son
dal(t)—
A—==q;(t) -q,(t)
1(t)
9o (t) =7

R

de donde

e 4 -
A==+ =a ()

ARZE + K0=pq,(t)

dat R

Comparando con la forma general de la ecuacion de primer orden, vemos que 7 = A.R. Esto indica que
la rapidez de respuesta del sistema, dada por su constante de tiempo depende del area del tanque y del
valor de la restriccion. Por otra parte, esta restriccion opera como una ganancia estacionaria, por lo que
('si gi(t) es constante) se puede controlar mediante R el nivel de liquido al que se llega en equilibrio.

2) El sistema mecénico mostrado tiene un modelo matematico de segundo orden
Jult) =K v(t)
fiy | M M
) ———>a(t) i

1y
‘<: 1
TEEEEEEEEEE R R E""‘""

""""" fe(t)=Kz v(t)

d? -
M—dyt?) = f(©) = fo(O) = fie () = F(£) - B-$(t) —Ky(®)



que podemos escribir como

d’y(t) dy(t) _
M— o=+ B.= = (1) + Ky(t) = f (1)

d’y(t) B dy(o)
dt2 M dt

K 1
©+3,7(0) = 2 £(©)

comparando con la forma standard de sistemas de segundo orden,
I(O)+2+2w,y(6) + w,y(t) =(Kw,?) u(t)

podemos asociar el amortiguamiento del sistema con la relacién entre la masa y la friccidn presente, ya
que 2{w, = B/M. También vemos que, si el sistema oscila, lo hara a una frecuencia determinada
principalmente por la relacion entre la constante del resorte y la masa del sistema.

La ecuacion anterior nos permite tambien construir un diagrama de simulacion donde asociamos
blogues matematicos con parametros fisicos: valor de la masa, coeficiente de friccion, constante del
resorte.
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