Capitulo 2

CARACTERISTICAS GEOMETRICAS
DE LAS SECCIONES PLANAS

La resistencia que opone una barra a los diferentes tipos de la deformacion
depende muchas veces no s6lo de su material y tamafio sino también de las confi-
guraciones del eje, la forma de las secciones transversales y su ubicacién respecto
a la direccion de las cargas que actian. Examinemos las principales caracteristicas
geométricas de las secciones transversales de la barra abstrayéndonos de las
propiedades fisicas del objeto estudiado. Estas caracteristicas son las siguientes:
dreas de las secciones transversales, momentos estiticos, momentos de inercia,
moédulos de la seccién, radios de giro.

§ 4. Momento estitico de drea. Cenfro de
gravedad de drea

Examinando una figura arbitraria (seccion transversal de la barra) referida
al sistema de coordenadas xOy (fig. 7), se puede componer una expresion, por
analogia con la expresion para el momento de fuerza respecto a algin eje, para
el momento de 4rea que se denomina momento estdtico. Asl, el producto de un
elemento de drea dF por la distancia y desde el gje Ox

dS, = ydF

se llama momento estdtico del elemento de 4rea respecto al ¢je Ox. Por analogia,
dSy, = xdF es el momento estdtico del elemento de drea respecto al eje Oy. Su-
:manclo estos productos por toda el 4rea, ubtencmos momentos estdticos de drea
respecto a los ejes x e y:

S = S ydF; S, = S xdF. @1
F F :

La dimensién del momento estitico es una unidad de
longitud en cubo (por ejemplo, cm?).

Supongamos que x¢ € yc son las coordenadas del
centro de gravedad de la figura., Siguiendo la analogia
con los momentos de fuerza, a base del teorema sobre
el momento de la resultante se puede poner las si-
guientes expresiones:

Sy = Fye; S, = Fxc; (2.2
donde F es el drea de la figura.
Fig. 7 Las coordenadas del ceniro de gravedad son
Sy . Sy 5
= — = — --3}
o= Ye= & (
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Para calcular momentos estdticos de una figura compuesta, ésta se divide
en partes simples (figz. 8), cada una de las cuales tiene bien determinada el drea
(F)) vy la posicién del centro de gravedad (x;, »p).

Los momentos estiticos de toda la figura respecto

a los ejes Ox y Oy serdn, respectivamente, igua—y | X3
les a: &
i=n "
Sx 2JFII."'I 'F F2x2+ e -'I“ Fﬂyn Z .}'p ¥ 2 ‘x 1] T
i=1
+ (2.4) ¢
i=n 2l e
Sy = Fixy + FiXy + oo + Fpxy = IZI Fyx;. | y U=
s =
A partir de las féormulas (2.3) y (2. 4} de- o1 |
terminamos las coordenadas del centro de gra-
vedad de la figura compuesta Fig, 8
i=n =pn
Y Fx; Y, Py
Y —_ S_r ne: 1 o Ve = ___‘gi i=1 = (2 5)
AL F r e 3 <0 F = ‘E'n— . ¥
YA Y, Fi
je=1 i1

§ 5. Momentos de inercia de figuras planas

Se llama MOMENTO DE INERCIA AXIAL O ECUATORIAL del dreade una figura
la integral de los productos de los planos elementales por los cuadrados de su distan-
cia al efe examinado. Asi, los momentos de inercia de una figura arbitraria
(fig. 9) respecto a los ejes x e y son iguales, respectivamente, a

I = Sy’ dF; J,= wa‘. 2.6)
F F
' W 17
y > -
A =73 i B '
X df 0 o~ g dF\ =
R b
Y -t:l“i ).
. o "__X
0 . —h{-— ..(_u...i - - b — H
Fig. 9 ~ Fig. 10 Fig. 11

Haciendo uso de cstas formulas,
figuras elementales.

REecTANGULO (fig. 10). Teniendo en cuenta que el plano elemental dF =
= bdy, hallamos

calculemos los momentos de inercia para
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Es obvio que. \

H ] .
Tﬁllﬁﬂﬂm (fig. 11)., Teniendo en cuenta que &(y) = -%— (h — y),

dF (h — y)dy, expresamos el momento de inercia respecto al eje x como

g
: &
oH bh?
: Jo = \ V¥dF = — h — =—,
: x S.v kSyﬂ{ y)dy =
F 0

SecTor CIRCULAR (fig. 12). Teniendo en cuenta que dF=pdodp e y=p sen @,
determinemos el momento de inercia respecto al eje x:

sen 26 — sen 2o ]

I“
.f"
J’:*S ’dF—SSﬂ* sen® {ﬂﬂﬂ'{ﬂdﬂ=? [(ﬁ—-a) - >
: .

®

Se llama MOMENTO POLAB DE INERCIA de drea de una fieura respecto al
punto dado (el polo O) la integral del producto de los planos elementales por los
cuadrados de sus distancias p desde el polo (fig. 9):

Jp, = S pRdF. e @.7
) |

Si a través del polo estd trazado un sistema de ejes x, y mutuamente perpendi-
culares, entonces p? = x® + »% De (2.6) y (2.7) se desprende que

Jp = -'r_: + J. (2.8)

Circuro (fig. 13). Teniendo en cuenta que dF=2npdp, ¢l momento polar de
_ inercia serd

" ard
P=§p’dF=2ﬂSﬁ“¢fp= T
_ F 0
o bien
nd?
Jp = -E

Es evidente de (2.8) que para el circulo

J nd*
Jx=-fy=-’?p =E'4—'-

Hay que seiialar que los valores de los momentos de inercia axiales y polares
siempre son positivos.
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Se denomina MOMENTO DE INERCIA CENTRIFUGO la integral de los productos
de los planos elementales por su distancia desde los ejes de coordenadas x, y:

Ty Sxde, 2.9)
F

El momento de inercia centrifugo puede ser, segin sea la posicion de los
ejes, positivo o negativo o igual a cero. Los ejes respecto a los cuales el momento

Fig. 12 Fig. 13 Fig. 14

de inercia centrifugo es igual a cero se denominan efes de inercia principales.
Dos ejes mutuamente perpendiculares, de los cuales por lo menos uno es el eje
de simetria de la figura, serdn sus ejes principales. Este hecho se deduce de Io
siguiente: a cada valor positivo de xydF le corresponde igual valor negativo al
otro lado del eje de simetria (fig. 14) y su suma por toda el drea de la figura
es igual a cero. Los ejes principales que pasan a través del centro de gravedad
de la seccion se denominan ejes principales centrales. La dimension de los
momentos de inercia es una unidad de longitud elevada a cuarta potencia (por
ejemplo, cm#).

§ 6. Momentos de inercia de secciones compuestas

Al calcular momentos de inercia de secciones compuestas, estas ultimas se
dividen, generalmente, en partes aisladas simples, cuyos momentos de inercia
son conocidos. De la propiedad principal de la integral de la suma se deduce
que el momento de inercia de la figura compuesta es igual a la suma de los mo-
mentos de inercia de sus partes integrantes. Determinemos el momento de inercia
de una figura compuesta (fig. 15) respecto al efe x dividiéndola en las partes
simples I, II, IIT que tienen respectivamente las 4reas Fy, Fyy, Fyp:

4=Swﬁ45ﬁﬁ+§ﬁm

Fy Fry Frin
o bien
Jo=JL+ N+ T8 (2.10)

Hay que senalar que en el caso de que la seccion tiene un orificio, es muy c6-
modo considerar éste una parte de la figura con 4rea negativa, Asi pues, el mo-
mento de inercia de la seccién mostrada en la fig. 16 respecto al eje x, sera

e e R
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§ 7. Momentos de inercia respecto a los ejes paralelos

Supongamos que son conocidos los momentos de inercia de la figura res-
pecto a los ejes centrales x, y

&

Jy = SyzdF; J,= szdf; Trp = S xydF. 2.11)
F

m
b1

1 I t "4“-!

| 'Q’I % G

" i %)
Fig. 15 Fig. 16 Fig. 17

Se necesita determinar los momentos de inercia respecto a los ejes x;, y; que son
paralelos a los centrales (fig. 17):

Jx, = Syde; Iy = S x%dF; Iy = le_]ﬁdF. (2.12)
F F L

Se puede expresar las coordenadas de cualquier punto en el sistema nuevo
x,0,y; por medio de Jas coordenadas en el sistema anterior xOy del modo si-
guiente:

xn=x+b, »n=y+a (2.13)

Como los momentos estiticos de drea respecto a los ejes centrales son iguales
acero, las formulas (2.12), tomando en consideracion (2.13), pueden ser represen-
tadas definitivamente en la forma de

Jx, = Jy + a*F;
(2.14)

Jx,py = Iy + abF. 2.15)

Por consiguiente: 1) el momento de inercia respecto a cualguier eje es igual al
momento de inercia respecto al eje central, paralelo al dade, mds el producto del
drea de la figura por el cuadrado de la distancia entre los ejes; 2) el momento
de inercia centrifugo respecto a cualquier sistema de ejes rectangulares es igual
al momento de inercia centrifugo respecto al sistema de ejes centrales, paralelos

a los dados, mds el producto del drea de la figura por las coordenadas de su centro
de gravedad referido a los ejes nuevos. Es necesario sefialar que las coordenadas a,
b que forman parte de la formula (2.15) se introducen tomando en consideracion
su signo.
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§ 8. Dependencia entre los momentos de inercia durante el giro
de los ejes de coordenadas

Supongamos que son conocidos los momentos de inercia de una figura arbi-
traria respecto a los ejes de coordenadas x, y (fig. 18):

.fx:'SJ’de; Jy = szdF; jﬂmede.

F F F
(2.16)

Se necesita determinar los momentos de inercia res-
pecto a los ejes x,, y; virados respecto a los ejes
x e y a un dngulo « contra el sentido de las mane-
cillas del reloj, considerando positivo el angulo:

1o, = \lar; 5, =\ 5P, Ten=\sipar.
F ' F F
2.17) Fig. 18
Las coordenadas de un plano elemental arbitrario en el sistema nuevo (x,0y,)

pueden representarse por medio de las coordenadas del sistema anterior (xOy)
del modo siguiente:

X, =0C=0E+ AD = xcosa | ysena;
(2.18)
¥1=BC = BD — EA = ycos o — xsenuq.
Hallamos definitivamente:
Jx, = T, cos®a + J, sen*o — J, sen2a;
. (2.19)
Jy, = J, cos®a + J, sen® + Jy, sen 2,
1

Sefialemos que las férmulas (2.19) y (2.20) obtenidas durante el giro de cual-
quier sistema de ejes rectangulares son vilidas, naturalmente, para los ejes
centrales. Sumando (2.19) término a término, hallamos

; Jx1+-f]r1=-rx+-f}. T‘Jp-

Es decir, durante el giro de los ¢jes rectangulares la suma de los momentos de inercia
axiales no varia y es ignal al momento de inercia polar respecto al origen de coor-
denadas.

Durante ¢l giro del sistema de gjes a un dnguio = 90° obtenemos lo siguiente

J:xl = JP; JJ"I _ Jx; "rx'.l}'l - — Jx}""

§ 9. Determinacion de la direccion de los ejes
de inercia principales, Momentos de inercia principales

El mayor interés prictico lo representan los ejes principales centrales, res-
pecto a los cuales los momentos de inercia centrifugos son iguales a cero. Deno-
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temos los ejes principales centrales por las letras u, v. Es obvio que
Ty = 0.
Para determinar la p{mmﬁn de los ejes prmclpales centrales de una figura

asimétrica arbitraria es necesario hacer glrar los ejes centrales x, y a tal dngulo

oo (fig. 19), para el cual el momento de inercia centrifugo respecto a la posi-
cibn nueva de los ejes serd igual a cero

Jxly,_= J"u = {),

De la formula (2,.20) obtenemos

Jy—J.
2 de donde
o 2J
0 X g 20 = — . (2.21)
Los dos valores del dngulo ¢, obtenidos de la
Fig 19 formula (2.21), difieren 90° uno de otro y deter-

minan la posicion de los ejes principales. Como se
ve ficilmente, el menor de estos dngulos por el

T
valor absoluto no sobrepasa de T Generalmente se utiliza ¢l angulo me-

nor. El eje principal, frazado bajo este dngulo (positivo o negativo), se de-
signa, generalmente, con la letra #. Hagamos recordar que el angulo negativo
oy se coloca a partir del eje x en el sentido de las manecillas del reloj.

En la fig. 20 pueden verse algunos ejemplos de la denotacion de los ejes
principales de acuerdo con la regla senalada. Los ejes iniciales estan designados

L U’/y y A )
e A e
A A /THed N

=

) B b _ c d
Je=Jy J>dy Jeedy o< Jy
ny‘: 0 Jx_y:" 0 ny":.'ﬂ J”} 0
oy = U (xn = D LI - ﬂ - ,0

Fig. 20

con las letras x e y. Los valores de los momentos de inercia principales pueden
obtenerse de las formulas generales (2.19), tomando o = o

J, = J, cos®e ;}-J sen’u, ;J sen2ug;
i e o e } 2.22)

Jy = J, cos’ag - Jysen®ag + J, ), sen2ug.
16



Sumemos y restemos las ﬁlt:mas expresiones. Considerando (2.21) tenemos Io
siguiente:

Jo+ Jp =J5 + Iy
1

Ju_ ~ Jy = (Ix — Jy) cos 2aq — 2/, sen 209 = (J — J,) cos2op

Solucionando las Gltimas ecuaciones juntas respecto a J, y J;, obtenemos

L

1 %
T [(Jx + J y} =t '["r.x _v)

5 cnszfx.,d
Y (2.23)
1
Jy = — /. J) — .
v 2 [( x.+ y) { X y) cnsZcxu ]
, Estd claro que cuando J, > J,, J, > Jy
Tomando en consldbra-:ién, de m:uerdo con (2.21), que
j
' I = 4 VI + 12220y = + |/ 1+ _____4ny_
' cos 2¢, = =y

Jas expresiones (2.23) para los momentos principales pueden escribirse en la forma
de

1 .
Jﬂ'=‘2_[{Jx+Jy}:hV{‘rx_Jy2+‘iJiy ;]

. (2.24)

[u.+ag¢yu — J)%+ 472,

e

v

ademas los signos superiores deben tomarse cuando J,>J,, y los inferiores,
cuando Jy < J,.

! De esta manera, las formulas (2.21), (2.23) y (2.24) permlten determinar la

posicion de los ejes principales y el valor de los momentos de inercia principales
centrales.

Ahora, si en vez del sistema inicial arbitrario de gjes centrales x0y se toma
el sistema de ejes principales, las formulas de transicion a los ejes virados (2.19)
y (2.20) se simplifican:

Jx, = J, cos*a + J, senl;
(2.25)
| Jy, = Jy cos?e -+ J, sen®x,
1
Ty, = TU" — Jy)sen 2a. (2.26)

Hagamos notar que los momentos de inercia principales tienen la propiedad
) de extremalidad. Es ficil convencerse de ello, diferenciando la expresion (2.19)
' por la variable a.
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3. Para una seccion tubular con' didmetro interior d y exterior D:

Je wD'—dY aD?
e * 1 — o), 2.35
T DJ2 32D gy &3

siendo

d
e — 2136
5 ( . )

Se llama MODULO POLAR DE LA SECCION la relacion del momento de inercia
polar a la distancia desde el polo hasta el punto mds alejado de la seccion:

J
W= . : .37
Pmix

Se toma por polo el centro de gravedad de la seccion de la barra.
1. Para un circulo (fig. 13):

pz__‘,.:__z__, (2.38)

2. Para una seccion tubular

s wdy o XD® ,
Wy, = ) e (1 — at) (2.39)

§ 12, Orden del cilculo

Al hacer el analisis de las caracteristicas geométricas de figuras planas de
cualquier complejidad el problema mds importante consiste en determinar la
posicion de los ejes principales y los valores de los momentos de inercia princi-
pales. Puede recomendarse el siguiente orden de determinaciéon de la posicion
de los ejes principales y de los valores de los momentos de inercia principales
centrales de un perfil complejo, compuesto de partes simples, cuyas caracteris-
ticas son fdciles de determinar.

1. Trazamos un sistema de ejes rectangulares arbitrario. Dividimos la figura
en partes simples y determinamos segin (2.5) la posicion de su centro de gravedad.

2. Trazamos el sistema inicial de ejes centrales x, y de tal manera que se
pueda calcular con mayor facilidad los momentos de inercia de las partes de la
figura respecto a estos ejes. Con este prop6sito determinamos los momentos de
inercia de las partes de la figura respecto a sus propios ejes centrales trazados pa-
ralelamente a los ejes x, », utilizando las formulas (2.14) y (2.15) de transision
a los ejes paralelos. De tal manera obtenemos los valores de Jy, J, y Jy,y.

3. Determinamos por (2.21) el dngulo de inclinacién de los ejes principales
centrales, designando con la letra u el eje trazado bajo ¢l 4ngulo menor (positivo
o negativo), y con la letra v, el eje perpendicular a éste.

4. Por las férmulas (2.24) determinamos los valores de los momentos de
inercia principales centrales J,y J,.
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