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La expresion [11.180] la hemos deducido partiendo del trabajo externo de
deformacion, producido por el par flexor. Como se verd a continuacion, es
posible llegar a la misma expresion de la energia partiendo del trabajo interno,
o sea del trabajo que desarrollan las tensiones normales, linicas existentes en el
€aso que nos ocupa..

Si 0, es la tension en una fibra situada a la distancia y del eje neu-
tro, y €x la correspondiente deformacion especifica, para el periodo elds-
tico, de acuerdo con la ley de Hooke la ‘relacion entre ambas magnitudes
es lineal. En consecuencia, su diagrama representativo serd una recta que
pase por el origen de coordenadas, como puede observarse en la figura 11.26.
En dicho diagrama, el drea de la zona rayada representa el trabajo interno
de deformacién por unidad de volumen, desarrollado hasta alcanzarse la ten-
sion o, es decir que, para un volumen infiritésimo dV el trabajo elemen-
tal serd:

Ox €x

2

du =

dv [11.181]

El trabajo total lo obtenemos integrando sobre todo el volumen:

U =f°x€x av [11.182]
v 2

De acuerdo con la ley de Hooke:

OX
€ = E [11.183]
y, ademas:

0y = M y [11.184]
In

M y? [11.185]
v 2EJ}

0, también, teniendo en cuenta quedV =dx * dF:

IM2 2
21512

Perofy 2dF =J,, de donde:

dF [11.186]
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U _f'de 11.187
o 2EJ, [11.187]

expresion idéntica a la [11.180].

11.5. Flexion y corte

—> 11.5.1. Consideraciones generales

Cuando, al reducir al baricentro de una seccion dada las fuerzas que ac-

tiian a uno u otro lado de ]a misma, se obtienen dos pares opuestos normales a
la seccion y dos fuerzas opuestas contemdas en el plano de ella, es decir,
si existen simultineamente un momento flexor y un esfuerzo de_corte, la soli-

citacién se denomina de flexion y corte.
En este caso las ecuaciones de equivalencia [8.6] y [8.7] se trasforman en

\ .
| fFo,,dF 0 Se (e y + 72x:2)dF =0
fF Ty dF =Q, SF o, ydF=Mu, [11.188]
fFsz dF=Q, Jroy zdF =M,

De estas ecuaciones, la primera y las dos tltimas son las mismas que
analizamos para el caso de la flexidn pura. Las tres restantes no son nulas en este
caso por la existencia de un esfuerzo de corte, que origina tensiones tangencia-
les en el plano de la seccion.

El estudio de las tensiones de corte se basa en la denominada “teoria
de Jouravski”,! quien desarrolla, en un trabajo sobre puentes sistema How,
una teoria sobre la resistencia de piezas rectangulares, tanto de madera como
de hierro, constituidas de ldminas superpuestas vinculadas entre si. Resulta
interesante destacar que Jouravski calcula los esfuerzos de resbalamiento lon-
gitudinales pero no se ocupa de las tensiones que ocurren en el plano de la
seccion. La extension de la teoria de Jouravskia la determinacion de las tensiones
tangenciales en el plano de la seccion se debe a Collignon, razén por la cual
se acostumbra a designar con el nombre de “férmula de Collignon” a la férmula
clasica utilizada para el cilculo de las tensiones tangenciales debidas a la flexion.

El corte puro, que es aquella solicitacién donde en el plano de la seccién
sOlo existen dos fuerzas opuestas, o sea, cuando actia solamente un esfuerzo
de corte siendo nulas las restantes caracteristicas, sblo se presenta en contadas
ocasiones.

Un ejemplo de ello lo constituye el portico de figura 11.27.

En las secciones M-M y N- N, donde las rectas dé accion de las reacciones
de vinculo cortan al eje del dintel del portico, los momentos flexores son
nulos, pero existen esfuerzos axiles y de corte.

1 .
M. Jouravski, Annales des ponts.
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Para el caso que analizamos, no interesan los primeros, por cuanto con-
ducen a tensiones normales o, que mo influyen en las tensiones tangenciales 7.
En consecuencia, estamos ante un caso de corte puro para el cual son aplicables
las féormulas que deduciremos a continuacién, porque, como veremos, son
independientes del valor de las tensiones normales. No ocurre lo mismo cuando la
solicitacién por corte puro tiene su origen en fuerzas de cizallamiento. Tal el
caso de figura 11.28 donde una barra estd solicitada por fasmandibulas de una

AR
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éu

B
L2z

Fig. 11.27 Fig. 11.28

cizalla que tiende a cortarla por la seccion M—M y que escapa a las hipotesis
de la resistencia de materiales.

Cuando se trata de pernos o remaches que vinculan planchuelas o chapas
solicitadas axilmente, existen, segin el caso, una o varias secciones donde se
admite que existe corte puro, fig. 11.29a y b. Ello, en realidad, no es cierto
por cuanto las fuerzas axiles N no actiian el en plano de corte, como lo exige
la definicién de corte puro. En efecto, N, fuerza normal que solicita las chapas
o planchuelas es, en realidad, la resultante de los esfuerzos elcmentales o dF,
derivados de las tensiones normales ¢ distribuidos uniformemente sobre el espe-
sor de la chapa. Por ello, sus rectas de accion coinciden con los ejes de las chapas
y en las secciones de corte s—s aparecen momentos de flexion (fig. 11.29 c y d).

En estos casos se admite una distribucion uniforme de las tensiones tan-
genciales y se utiliza para calcular su valor la expresion:
=2
T F [11.189]

donde Q es el esfuerzo de corte que solicita a la seccién, y F el drea de ésta.
El valor de 7 asi obtenido es un valor medio de la tensiébn que, segin la forma
de la misma, difiere del valor maximo real.
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Fig. 11.29

~_>ll .5.2. La teoria de Jouravski generalizada

Consideremos dos secciones de una pieza prismdtica sujeta a flexion y

corte, separadas de dx (fig. 11.30).
En la seccion /-1 actdan un momento flexor M y un esfuerzo de corte Q.
En la 2-2, ¢l momento flexor sera M + dM mientras que el esfuerzo de corte

mantiene su valor Q. siendo/dM = Q - dx]

1 2 -1 =
Q }% v o de
Mﬂ _l}M:dM N 4 ¥
Q

—~——

Fig. 11.30

Como consecuencia de la flexion, en una fibra situada-a una distancia
¥ del eje neutro, se originaran en la seccion /— 1 tensiones normales:

a:f"_’y [11.190]
n


user
Lápiz


314 ‘ FLEXION SIMPLE 11

y en la 2-2: T M+dMm
c+do= ——J— Y.

n

|
| [11.191]

J—

Supongamos ahora separada una parte del prisma de longitud dx por una su-
perficie cilindrica, como muestra la figura 11.314. En la parte rayada de la seccién
1 — 1 actian las tensiones dadas por la [11.190], que originan fuerzas elementales:

dN = odF [11.192]
1 2

Fig. 11.31

cuya resultante N tiene por expresion:

M
N=ﬁdF=/ — ydF © [11.193]
F F Jn

En la seccion 2-2, la resultante de los esfuerzos elementales serd:

M+dM
N+dN = —— ydF [11.194]
F In

Ambas fuerzas son coaxiles y su resul-

% tante sera:
aM
s dN = ydF. [11.195]
r Jn

La fuerza elemental dN tiende a deslizar la
parte del prisma ubicada por encima de la super-
ficie cilindrica con respecto al resto del mismo.

A esta accion se oponen tensiones tangen-
ciales T que actian sobre la superficie curva de
separacion.

En lo que respecta a dichas tensiones, que
'y se denominan tensiones longitudinales de resba-
Fig. 11.32 lamiento, admitiremos: .

e s ot LR
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a) que su direccion es paralela al eje de la pieza;

b) que varian en forma continua sobre la superficie curva.

Si llamamos s la longitud de la curva de interseccion de la superficie con el
plano de una de las secciones (fig. 11.32), la resultante de los esfuerzos
elementales originados por las tensiones 7 valdra:

dT =dxfy1ds. [11.196]
Razones de equilibrio conducen a que:
IdN| = |d T} [11.197]

de donde, reemplazando valores:

dM
——de=dx Tds [11.198]
Iy s

Ahora bien, tanto dM como J,, son valores constantes para la seccion, luego:

am
/de d>frds [11.199]
aM 1
7ds =
[ s= Jn,/p‘ dF [11.200]

Recordando que (dM/dx) = Q y que f ry dF es el momento estdtico de
la superficie rayada ubicada por encima de la curva s, con respecto al eje neutro
de la seccidn, la [11.200] se trasforma en:

SS
/Tds=Q & [11.201]
s In
Ahora bien: :
[Tds = TpS [11202]

donde 7, es el valor medio de la tensién de resbalamiento longitudinal. Luego,
reemplazando en la [11.201] llegamos finalmente a:

[ _esi]

T =
( m sy

- =t

de donde:

[11.203]

De acuerdo con el teorema de Cauchy, las tensiones 7 de resbalamiento
longitudinal dan origen en el plano de la seccién a tensiones tangenciales, nor-
males en cada punto de la curva s a su correspondiente tangente y cuyo valor
medio estd dado precisamente por la expresién [11.203].

—3p 11.5.3. Tensiones tangenciales en la seccion rectangular

Sea la seccion rectangular de ancho b y altura & (fig. 11.33) sujeta a la
accion de un esfuerzo de corte O acompanado de flexién. Para el plano
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316 ~ FLEXION SIMPLE 11

longitudinal de traza s- s, ubicado a una distancia y del eje neutro, las tensiones
rasantes longitudinales pueden suponerse constantes en todo el ancho b de la
pieza. En consecuencia, de acuerdo con el teorema de Cauchy,en el plano de la
seccion y alo largo de la recta s—s las tensiones tangenciales resultan normales a  és-
ta y uniformemente distribuidas a lo largo de la misma, pero variando en altura
en funcion de y. Conforme con lo anterior, la [11.203] se trasforma en:

I y]
.25 [11.204]
Y b,

? .
Para la seccion rectangular tenemos:

b [ h h b [h?
L))
"o\ I\ T\ T

y bh?
" 12

[11.205]

\

Valores estos que reemplazados en [11.204] conducen, luego de algunas tras-

formaciones a:
()]
Txy = —_- — l — —_
2 bh h

La variacion de 7., sobre la altura de la seccion responde, como se ve,
a una ley parabdlica de segundo grado.

[11.206]

Para y =% 2k, en los

bordes superior e inferior de la
seccion, la [11.206] se anula,
resultando 7, = 0.

Ello es l6gico que ocurra,
por cuanto de ser en dichos
puntos 7, # 0, de acuerdo
con el teorema de Cauchy apa-
recerian en las caras superior e

| Y inferior de la pieza prismdtica

y tensiones de resbalamiento lon-
F" —" gitudinal que no podrian ser

Fig. 11.33

equilibradas, por cuanto dichas
caras, por hipdtesis, se hallan
libres de fuerzas exteriores.

Para y = 0, en correspondencia con las fibras ubicadas sobre el eje neutro,
el término entre barras de la expresion [11.206] adquiere su mayor valor y Txy
se hace mdxima, resultando:

N

S S e R S e
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' 30
Tmax. = 3 177 [11.207]

Pero, por ser bh = F, drea de la seccion, tenemos:
30
Tmix. = 5 ; [11.208]

es decir, que la tension tangencial maxima para la seccion rectangular, es un 59%
mayor que la que resulta de admitir una reparticion uniform‘e.‘ En la expresion
[11.205] hemos tomado para S, el valor del momento estatico con respecto
del eje neutro, de la parte de la seccion situada por encima del nivel y (zona
rayada fig. 11.33). ’

Si llamamos S, el momento estitico del drea de la seccion ubicada por
debajo de s—s con respecto al eje neutro, resulta:

sy +s) =0 [11.209]
de donde: ’
sy =—587. [11.210]
Si, en la [11.204], sustituimos la [11.210] tenemos:
0s)'
=— [11.211]
YA

La diferencia de signos para 74, responde a lo que realmente ocurre con
las tensiones rasantes longitudinales 7yx- En efecto, si imaginamos un corte
longitudinal de la pieza por el plano a nivel y, y separadas ambas partes (fig.
11.34), en la cara de ABA'B’ ’
las tensiones rasantes longitu-
dinales 7,, concurren ala aris-
ta de interseccion de ambos
planos y originan en el de la
seccion tensiones 7yx que tam-
bien deben concurrir a dicha
arista, dirigidas en el sentido c
positivo de las y. En cambio.
para la cara CDC’ D' razones de o
equilibrio exigen que las ten-
siones 7y se alejen de la aris-
ta, pues deben equilibrarse con
las tensiones que aparecen en y
la cara ABA'B’, y dichas ten- )
siones 7, son precisamente, Fig.

11.34
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las calculadas con la férmula [11.211} y que dan origen, en el plano de la seccion,
a tensiones 7y, que deben alejarse de la arista y que, en consecuencia, también
estan dirigidas segin el semieje positivo de las y. o

En consecuencia, para el célculo de las tensiones tangenciales en el plano
de la secci6n resulta indistinto. considerar para S, cualquiera de las dos partes
en que la recta s—s divide la secci6n.

11.5.4. Tensiones tangenciales en secciones simétricas de contorno
curvilfneo

Al analizar en el pardgrafo anterior las tensiones tangenciales en la seccién
rectangular, admitimos que, en el plano de la seccién, solo existfan tensiones
Txy ¥ que las 7, eran nulas.

Ello sélo se cumple en realidad, para los puntos M, N y C (fig. 11.35)

M{_ _.C_|N_
il s | D
Q
y

(a)

Fig. 11.35

para el nivel y. En efecto, para el punto C, razones de simetrfa hacen que,
necesariamente, 7 = 7., y consecuentemente 7., = 0. En cuanto a los puntos
My N, si para los mismos Ia tensién 7 tuviera, por ¢jemplo, la direccién que
muestra la figura 11.35 b, admitir{a una componente Txg NOrmal al borde ver-
tical de la seccién, que, a la vez, darfa. origen en las caras laterales a tensiones
T:x qQue no pueden existir por razones de equilibrio, ya que hemos partido
de la hipétesis que dichas caras estin libres de toda solicitacién exterior.
En consecuencia, necesariamente, tanto para M como para N debemos tener:

T=T
i [11.212)
Txz =0 :

Para los puntos intermedios, debemos contar con la existencia de ten-

S e AR A
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siones Tx; cuya ley de variacién desconocemos, pero que deben responder
a un diagrama tal que a ambos lados del punto C (fig. 11.35¢), su signo sea
contrario. En efecto, al ser @, = 0 la tercera de las [11.188] se trasforma en:

JrradF=o0, [11.213]

lo que exige que, para 7,, # 0, las tensiones tangenciales sean opuestas en
uno y otro lado del eje y. ‘

Si el ancho b de la seccién es reducido, el méximo valor que pueden
alcanzar las tensiones 7., es pequefio, y en consecuencia, es posible admitir,
para secciones delgadas, que son nulas. '

Cuando el espesor de la seccidon rectangular es considerable ya no es
posible despreciar las tensiones 7,,, cuya ley de distribucién sobre el ancho
de la seccion es objeto de la teoria matemdtica de la elasticidad y por ello,
escapa a los alcances de la presente obra.

No obstante, para secciones simétricas de contorno curvilineo es posible
determinar con facilidad dichas tensiones partiendo de la hipotesis de una dis-
tribucién lineal. Sea, por ejemplo, la seccion que muestra la figura 11.36,
solicitada por flexién y corte. De acuerdo con la teoria de Jouravski, en el plano
ABA'B’ (fig. 11.36 b) se originan tensiones 7,, de resbalamiento longitudinales,
normales a la arista AB, a las que, segiin el teorema de Cauchy, corresponden en
el plano de la seccién, tensiones 7y, normales a la arista AB y uniformemente
distribuidas a lo largo de la misma.

y (a) (b) {c)

Fig. 11.36
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Ahora bien, para los puntos A y B las tensiones tangenciales asi deter-
minadas, no pueden ser las tensiones tangenciales resultantes. En efecto, de
serlo, admitirian dos componentes: una, 7,, normal a la tangente al contorno
en el punto A, y la segunda, 7,, dirigida segin esta ultima (fig. 11.37a).
A la vez, a la tension 7, por el teorema de Cauchy corresponderia una tension
7o' (fig. 11.37b) normal a la tangente al contorno, pero actuando sobre

’ (a) (b) (c) 'Y

<

Fig. 11.37

el plano tangente a la superficie lateral segin la generatriz que pasa por A.
Esta tension no puede existir, por cuanto, por hipétesis, la superficie lateral
del elemento prismético se encuentra lihre de solicitaciones. En consecuencia,
debe ser:

7, =17,=0, [11.214]

0 sea, que para los puntos A y B las tensiones tangenciales resultantes 74 y 7p,
estdn dirigidas segin las respectivas tangentes al contorno de la seccidn.

La tensién 7, resulta ser, con ello, la componente vertical de 74 (0 7p).
existiendo ademds una tension horizontal 7,,.

En C, por razones de simetria, debe ser 7o = 7, y 7,, = 0. La tension tan-
gencial horizontal varia entre dos valores extremos, en 4 y B, de signo contrario
anuldndose en correspondencia con el eje de simetria. Admitir que la ley de
variacion de 7., es lineal (fig. 11.38), equivale a suponer que las tensiones
tangenciales resultantes a lo largo de la linea 4B concurren al punto M (fig.
11.36 ¢), determinado por la interseccion de la direccion de 7, (o 75) con
el eje de simetria de la seccién.

Consideremos un punto N de coordenadas z, y (fig. 11.39) y en él
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sean 7yy Y Ty las dos componen- |
tes de la tension tangencial. Con
la notacién de la figura resulta:

T
De 22 1215) il 8
4 MC i +Txz
o también:
Txy G
Tz :El_:c‘z, [11216] P4

Pero, tanto 7,,, dado por
la formula de Jouravski, como
MC sqn constantes para los pun-
tos ubicados al nivel y. Podemos,
pues, escribir:

T =k -z, [11.217]

o sea que la variacion 7, respon-
de a una ley lineal.

y
Fig. 11.38

Como consccuencia de lo anterior concluimos que, para el tipo de sec:
ciones que nos ocupa, la formula de Jouravski, nos da el valor de las componentes
M

y
Fig. 11.39
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verticales de las tensiones tangenciaies en los distintos puntos de la seccion.
En cuanto a las tensiones resultantes, obtenemos su magnitud desproyectando
los valores de 7, sobre la direccion de 7y, que, a su vez, queda determinada
uniendo el punto considerado, con la interseccion del eje de simetria vertical
con la direccion de la tangente al contorno al nivel y.

11.5.5. Tensiones tangenciales en la seccién circular llena e—

) Sea la seccion circular de figura 11.40 sujeta a flexion y corte, de radio R.
Como hemos visto, la formula de Jouravski:

y
- =is; . [11.218]
yvn
nos da, en este caso, el valor de las
componentes verticales de las ten-
siones tangenciales dirigidas segun

T

Ta

Para la seccion circular resulta:

e 1
b, =2VR® — 2
Q
R [11.219]
J, ="
4

y Por otra parte, de acuerdo
Fig. 11.40 con la figura 11.41:
dS,;’ = byndn (11.220]

__L y
d
(U S S —1' " 8Y =S5 bynadn, (11.221]
/I-—by— 7{_ Ip y en consecuencia:
; G S2 =2f5 VRT = ndn,
A (11.222)
S) =23 (R? — 2y ,f =

= 3R -)?P? [11.223)

y Reemplazando los valores de
las [11.219] y [11.223] en Ia
Fig. 11.4] [11.218]: ‘

rectas que concurren al punto M.
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20(R? —y)*"? x4

Txy = , {11224
3IX2(R* —y)V2aR*
y finalmente:
4 QR?—y?
rey = 2o SE 27 [11.225)
3 mR*?

Para y = £ R, es decir, en los extremos superior ¢ inferior de la seccion
resulta, como es légico 7., = 0.

Las tensiones tangenciales maximas corresponden al eje neutro, para cl
cual. v = 0, de donde:

=—-—= f11.226]
mnR* 3 F
expresion que nos dice que la tension tangencial mixima es superior en un 33%
a la que resulta de suponer una distribucion uniforme (Q/F) sobre la seccion.

4.0 40
3

Tmax. ™

11.5.6. Tensiones tangenciales en la seccion triangular

En el caso de la seccion triangular, las tensiones tangenciales a lo largo
de los bordes dcben, necesariamente, estar dirigidas scgun estos altimos porque
de no serlo (fig. 11.424a) habria una componente 7,, normal al borde, que
darfa origen a una tension longitudinal sobre la superficie lateral. De acuerdo

\{}
\ g

h
: G (a)
— -
y
Fig. 11.42

con el teorema de Cauchy ésta no puede existir. El valor de la componente
vertical de 7 resulta de la formula de Jouravski, y si recordamos que con la
notacion de la figura es:


user
Lápiz

user
Lápiz


324 FLEXION SIMPLE 11

bh?
" 36
by =220+ 5) L
=—{ — 2
y T u\3 y [11.227]
weoflrer o)
g — + ——
n y 3 y 3
Reeinplazando en:
QS |
Txy = , 11.228
> =0, (
resulta:
1202 y\/l y
= — + — - — -1, .
T (3 h) (3 h) [11.229]
Txy Se anula paray = Zhey =— —;— h, en correspondencia con el vértice y

la base del tridngulo, como es logico que sea. Derivando la [11.229] respecto
de y e igualando a cero

dre, 12 Q(
dy  bh?

——2y>= , [11.230]

de donde y=-1-h es la distancia al baricentro en que ocurre el mdximo valor
de 7, que obtenemos reemplazando y por % henla[11.229]:

3Q
TXY max. =’b7- [11.231]

Teniendo en cuenta que para el tridngulo F = —;—bh, sustituyendo resulta

3.0
TXYméx 5';_" [11232]

es decir que el valor médximo de la componente vertical de la tensién tangencial,
es un 50% mayor que el que resulta de admitir una reparticion uniforme:

Tey = —. [11.233]
Y F
En lo que respecta a las componentes Ty, admitimos una variacion lineal
a lo ancho de la seccién, o sea, que suponemos que las tensiones 7 en puntos

situados a un nivel y del eje neutro, concurren al vértice de la seccion.

-
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11.5.7. Alabeo de secciones solicitadas por flexién y corte

La hipotesis de Bernouilli-Navier,” admitida para el desarrollo de la teoria
de la flexién, supone la constancia de las secciones’ planas y es exacta en el
caso de la flexioén pura. Para la flexién con corte esta hipbtesis no se cumple,
como veremos a continuacion, si bien se la admite como suficientemente apro-
ximada a los efectos pricticos.

Sea, por ejemplo, una viga solicitada por flexién y corte (fig. 11.43)
en una de cuyas secciones, supuestas rectangulares, se originan tensiones tangen-
seccion responde a una ley parabdlica. (fig. 11.43 ¢) con un maximo en corres-

b)
(a) | %( _'_ A
Q : Sxy
b Il
B
—Ibl - -
Fig. 11.43

pondencia con las fibras situadas en el eje neutro y valores nulos en los
bordes superior e inferior. Recordando la relacion y = 7/G que vincula las
tensiones tangenciales con las distorsiones, resulta que los elementos planos
ubicados en correspondencia con los bordes superior e inferior de la seccién
no sufren distorsién alguna por ser en ellos nulas las tensiones tangenciales.
En consecuencia, se mantienen paralelos a la posicién primitiva de la seccion.
En cambio, a medida que nos acercamos al eje neutro, crecen las tensiones
iangenciales y con ellas las distorsiones, hasta alcanzar un valor mdximo para
los elementos planos en correspondencia con el eje neutro, para luego ir
decreciendo hasta alcanzar nuevamente un valor nulo en correspondencia con
el borde inferior. Como consecuencia de ello, la seccion no puede mantenerse
plana ya que los sucesivos elementos de superficie de la seccién experimentan
distorsiones (giros) de distinta magnitud, es decir, la seccién se alabea. No
obstante, como dijimos antes, por ser las distorsiones de magnitud infinitésima
en comparacion con las dimensiones de la seccién, puede suponerse sin mayor
error que ésta se mantiene plana.

11.5.8. Tensiones tangenciales en la seccion doble T

Sea la seccion de figura 11.44 que idealiza un perfil laminado doble T.
Para un corte s- s, situado a un nivel y medide desde el eje neutro de la seccion,
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las tensiones tangenciales quedan definidas por la férmula de Jouravski.
Con la notacion de la figura resulta:

bh3[ ( e)( 2:)3]
J,=—1=-{1—= 1= |, [11.234]
12 b h

y para el corte s—s en correspondencia con el alma:

b h
Sy =~2~t (h— 1)+ ; [(5— t)2 —yz] , (11.235]

bt erh 2 2
120 7(h_t)+5|_(5_t> _y]

™ phde [1_(1_£>(1_2_;>3]

y finalmente:

| 4 .
| . dFM E
| " .?Txy ‘1‘7 — txy
J— ? b ‘(.y ———— .
z el o ’
) . _
S S Y
7 kB
s / é’s'/ e —
N/ A ), // t —gt'y
. I _\ S — N
i —b—— [ (g (b) (c)
y
Fig. 11.44

Esta expresion es vidlida para los niveles y correspondientes al alma. Para
los cortes s'—s’ en correspondencia con las uniones de las alas con el alma, donde
¥ =5 h—1, 1a[11.236] se transforma en:

- 60t — 1 (11.237]

QR

y para y = 0-adquiere su valor mdximo:
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h 2
6Q[br h—10+ e(; -—t)
Txymax. = [ e 26\3 [11.238]
bhe|1 —(1 ——)(1 - —)
b h

Como puede observarse, la variacion de 7, entre ambos valores es para-
bélica y responde al diagrama de figura 11.44 a.

En lo que respecta a las tensiones tangenciales que se originan en las
alas, su determinacion procede en la forma que veremos a continuacién.

Es comin, en muchos textos, extender la validez de la expresion [11.236]
a las alas. De esta manera, si consideramos los niveles comprendidos entre y =
Th—tey= %h, la correspondiente expresion de la formula de Jouravski

resulta:
h? 2)
6 - =
Q( PR

Txy = . 11.239
e e 2t\? [ !
bR 1—(1-=)1-=

b h

Para y = 4 h es logico y ficil de observar que:
Tey = 0. [11.240]

En correspondencia con s'—s' y para y = 3- h—t, resulta:
. 6Qtth—1t

= ) [11.241]

T -]

Comparando los valores de 7y, dados por las [11.237] y [11.241] vemos
que éstas se encuentran en la relacion de b/e, es decir, que al nivel s'—s’ se pro-
duce una discontinuidad del diagrama de tensiones 7y, tal como muestra la
figura 11.444a, llegando asi a una incongruencia. En efecto, es evidginte que,
de acuerdo con la [11.241] a lo largo del-borde interior del ala del perfil debe
existir una tension 7,., originando, de acuerdo con el teorema de Cauchy, tensiones
rasantes longitudinales sobre la superficie interior de aquella, donde, por tra-
tarse de una superficie libre de solicitaciones exteriores, no puede haber tensiones.

La situacidn real es la siguiente: en un punto tal como el M, de la superficie
de una de las alas, existen tensiones 7, y 7,,. Las primeras, salvo en la zona apro-
ximadamente triangular ABC de union de ala y alma, varian segiin diagramas para-
bélicos que se anulan en correspondencia de los bordes superior e inferior del ala
(fig. 11.44 ¢), y su valor maximo es reducido por lo que pueden despreciarse. Para
la zona ABC puede admitirse que varian linealmente desde el valor.en correspon-
dencia con s'—s' dado por la [11.237] hasta anularse en el borde inferior del perfil.
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En cuanto a las tensiones 7,,, su magnitud es tal que no pueden ser des-
preciadas y juegan un papel importante en aquellas secciones para las que la linea
de fuerzas coincide con un eje principal de inercia que no es eje de simetria
de la seccion.

Desarrollaremos a continuacion las expresiones que nos permiten establecer
su ley de variacion a lo largo de las alas.

Supongamos el mismo perfil de figura 11.44, al que efectuamos un corte
vertical en una de sus alas (fig. 11.45a) y del que separamos la parte exterior

Fig. 11.45

[fig. 11.45b]). Como el perfil se encuentra solicitado por flexion, sobre la
cara normal posterior se originan tensiones normales (fig. 11.45 ¢):

M )
o=y, [11.242]
In
y en la cara anterior:
M+dM
o+do= y. [11.243]
n

Las fuerzas elementales (0 + do)dF y odF admiten dos resultantes
coaxiles, cuyas expresiones son:

h/2
M+ dM)
N+dN= ALl (11.244]
(hr2)-1¢ ‘I"

para la cara anterior y:

h/2
M
N = / z—ydy [11.245]
(h/z)- t jn

para la posterior. Por sér de signo contrario, su suma nos da la fuerza dNV que
tiende a deslizar la parte externa del ala con respecto al resto del perfil segin
el plano m, cuya expresion es:
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(h12) aM
dN = zy — dy [11.240]
In
: (h/2) -t
o también:
hi2 2 |h2
am
vl R [11.247]
Jy Jhny-t Jn 2 j2)-t

En esta expresion la integral represénta el momento estitico respecto del
eje neutro de la parte de ala de base z.
Reemplazando los limites de integracion llegamos finalmente a:

S; o dM
‘,H - J”

zt
dN = ey (h —0). [11.248]
Ahora bien, en la cara a, b, ¢, d se originan tensiones 7, de resbalamiento
longitudinal, opuestas al deslizamiento, que suponemos paralelas al eje x y
uniformemente distribuidas sobre la cara. Estas tensiones conducen a un esfuerzo
resultante 7., * ¢+ dx, que por razones de equilibrio debe ser igual a dN:

am . z (h—t
— 87 =1, tdx =dM - ¢ ). [11.249]
J, 2 N
de donde:
z —
, M Sy _daM z (h— D [11.250]

™ T dx t+J, dx 2 U,

Recordando que Q = dM/dx y teniendo en cuenta el valor de J,, dado
por la [11.234] obtenemos finalmente:

6Q(h—1t)z

Tox = Ik [11.251]
b’ [] —(l —£>(| = —)]
b h

Ahora bien, de acuerdo con ¢l teorema de Cauchy, en el plano del ala
s¢ originan tensiones 7y: = 7, que, de acuerdo con la [11.251] varian lineal-
mente desde cero (extremo del ala, para z = 0) hasta un maximo en corres-
pondencia con el borde del alma, donde z = —; (b —e):

) 30(h— 1) (b—e) [11.252]

w[1-(-5)0-3)]
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La figura 11.46 muestra los diagramas correspondientes a las cuatro semi-
alas, donde es ficil de ver que, para las semialas superiores, sujetas a tensiones
normales de compresion, las tensiones 7., estin dirigidas hacia el eje del perfil,
es decir hacia el alma, mientras que para las inferiores, por ser las tensiones

normales de traccion, las tensiones 7,, cambian de signo y se alejan del eje
del perfil.

et M, .

A H

H H
[— | =] N
el T T— i

| y

Fig. 11.46 Fig. 11.47

Razones de simetria hacen que, para cada una de las alas, los esfuerzos
horizontales H derivados de las tensiones 7,, se anulen entre si por ser opuesws

y el esfuerzo de corte Q se equilibre pricticamente con la resultante de 1us
esfuerzos elementales originados en el alma por las tensiones 7y,,.

11.5.9. Centrodecorte&-

Consideremos el perfil T de figura 11.47, sujeto a flexiony corte,yen el
que la linea de fuerzas coincide con el eje y, principal de inercia pero no de
simetria. Admitamos por un momento que, para csta seccién sea valida la teoria
de Jouravski. Con la notacién de la figura tenemos:

w0503

s _3('_11_ ,)+ b0t 0-b [11.253)
n —'2 4 y ( )2
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de donde, para el nivel y, las tensiones tangenciales 74, en el alma resultan:

h2
60 l:e(;--—yz)+(b —e)t(h — i)]
Tey = - Y [11.254]
ebh3[1 —(1 ~;)(1 —~h—) ]

Para el corte n—n del ala superior, situado a una distancia z del extremo
de la misma, se tiene:

h[2 - _ntl
Snz=z_f(h/2)_tydy—z(h 03 [11.255]

Como puede observarse, tanto la expresion de J, como ’la de S,/ §on
Jas mismas que las establecidas para la seccion doble T en el paragr.af‘(’) anten?r.
Ello es logico, por cuanto ambas secciones solo difieren en la posicion relativa
del alma respecto al eje baricéntrico vertical. En consecuencia:

05y _ 6Q(h— 1z

Txz = Jn[ _bh3 i 1 e l 2t)3 0
b h

La figura 11.48 ¢ muestra la distribucién de las tensiones Ty, en el alma
y Ty, en las alas; las flechas indican sus respectivos sentidos.

dF I
H
Tyy -
| :
Q Q

[11.256]

—

Tz

(
(a) y b) c)

Fig. 11.48

La distribucion de las tensiones 7y, sobre las alas es triangular y su valor
méximo, en correspondencia con la unién del ala con el alma, es decir, para z =
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60— (b—e)

X2 max. [ p 21T [11.257]
A D
b h

y la fuerza resultante sobre toda la supeificie del ala:

1
H=3(b=e)t1e: max. [11.258]
Por razones de simplicidad, expresaremos 7y; mix. en funcion de J,,:
ek
Xz 21"
[11.259]
Q-0 —e)
T*"zmz'\x. - 2Jn
y reemplazando en [11.258]:
Qh—Dt(b—e)?
H= . [11.260]

4J

n

Las fuerzas horizontales H, iguales en valor absoluto para ambas alas
pero de signos contrarios, tienen los sentidos que aparecen en figura 11.48¢
cuando Q, esfuerzo de corte, tiene sentido positivo, dirigido hacia abajo. Ambas
forman un par de momento:

___Q(h—t)‘ b—eit

My =H(h 1) =
n

(11.261]

El esfuerzo Q', resultante de los esfuerzos elementales en el alma, es, como
dijimos, igual al esfuerzo de corte Q.

Analizaremos a continuacion si se cumplen o no las condiciones de equi-
valencia entre los esfuerzos exteriores e interiores de la_seccién. Los primeros
son el momento flexor M, y el esfuerzo de corte Q. Los esfuerzos interiores
son las dos fuerzas H, la resultante Q' de los esfuerzos en el alma y las resultantes
Dy Z del diagrama de tensiones normales. Las condiciones de equivalencia
las expresaremos en forma de tres ecuaciones de igualdad de proyecciones sobre

los tres ejes x, y, z, fig. 11.49, y tres ecuaciones de igualdad de momentos
respecto de los mismos ejes, es decir:

1) proyeccion sobre el eje x:

2) proyeccion sobre el eje y:
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3) proyeccion sobre el eje z:
H—H=0
4) momento respecto del eje z: -
D 3=Z-3=M,
5) momento respecto del eje y:
0=0
6) momento respecto del eje x:
Q' -8'+H-(h—D#0 (11.262]

Como puede observarse, la ultima de las condiciones de equivalencia no
se satisface; en consecuencia, la hipdtesis de la que partimos, la aplicabilidad
a esta seccion de la teoria de Jouravski, no es valida. De modo que no podemos
admitir la hipotesis de Bernoulli—Navier de la conservacion de las secciones
planas, lo que por otra parte resulta evidente. En efecto, la seccion esta solicitada
por un par torsor cuyo momento es igual a My dado porla[11.261] y en conse-
cuencia se alabea.

Por tratarse de una seccion cuyos elementos constituyentes son de poco
espesor el alabeo es considerable y las tensiones normales secundarias indu-
cidas, pueden llegar a ser de importancia y deben sumarse a las debidas a la

" flexion.

La forma de calcular las tensiones normales debidas al par ficticio de
torsion ha sido tratada anteriormente en el capitulo correspondiente a Torsion.

Si el plano de flexion en lugar de pasar por el baricentro G de la seccion,
lo hace por un punto O (fig. 11.49) situado sobre el eje de simetria de la seccién y
desplazado de la recta de accion de Q' de una distancia § = My/Q" = My/Q hacia
la izquierda de la seccion, de modo que exista coincidencia de signos de los
momentos My y de Q aplicado en O respecto del eje x, entonces la 6a. de
las [11.262] se satisface como es ficil de observar. En consecuencia, serd vélida
la teoria de Jouravski, y las tensiones de 7., y 7., podrin determinarse
mediante la formula de Coilignon.

Al punto O determinado en la forma indicada se lo denomina centro
de corte de la seccion. )

Cuando se trata de un perfil dngulo de alas iguales, para el que la linea
de fuerzas coincide con el eje de momento de inercia minimo (fig. 11.50)
el centro de corte coincide con la interseccion de las lineas medias de las alas.
En efecto, en cada una de ellas, las tensiones tangenciales deben estar diri-
gidas segin los ejes de las mismas y en consecuencia los esfuerzos totales
tienen dicha direccion y su resultante pasa por la interseccion de sus respec-
tivas rectas de accion que coinciden con los ejes de alas del perfil.
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|
m

ll’A

|-
it

Fig. 11.49 Fig. 11.50

Consideremos ahora el caso de un perfil doble T asimétrico y supongamos
que la linea de fuerzas coincide con el eje de momento de inercia minimo
(fig. 11.51).

Para un nivel s, —s,, en las alas mayores tenemos

, _ 087
Tyy = , 11.
o =0T | [11.263]
y para el s, —s; en las menores :
s1 /A §1 =
T w4 %
y
Q \ Q”
b ! Y b
] L
et — — —
g e d—
.
5
x 1
A
—~ty = 'y -ty —

—_—h —

Fig. 11.51
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n y
n  QSp
Ty = . 11.264
xy tz J" [ ]

Las tensiones maximas corresponden al eje neutro, para el que:
t, b
8

57 =

[11.265]
t, b’

8

Sy =

y reemplazando:
. , _ b 12
Tmix. = gy,

” _ Q b22
TxYméx, 8J,

Q

[11.266]

Las fuerzas resultantes Q' y Q" sobre cada una de las alas valen:

2 Q b
' ! 171
==t b7 =——
Q=310 Trymix, J, 12
[11.267]
t, b
12
La resultante de ambas, cortard al eje horizontal de simetria en el centro
de torsion O. Si llamamos d; y d, las distancias a éste desde las rectas de
accion de Q' y Q", debemos tener por tratarse de un sistema de fuerzas
paralelas:

8 ” 2 n Q
Q = 'gtz b, TXY mix. =}: *

Q0'd, =Q"d,, [11.268]
o también: )

3

d, . [11.269]
y finalmente, simplificando y recordando que J, = ,5,%/12y J, = t,5,%/12
son los valores de los momentos de inercia de las alas respecto del eje neutro:

J,d, =J,d, . [11.270]
Pero

1
d, +d, =h-; (1 + 1)
[11.271]
1 .
d; =h—;(f| + n)—d,
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de donde:

J2 I
dy=—|h—=(t,+1t,)—d
1 J][h 2(’1 1) x] [11.272]
h— 1, + 2
- = t
5 le
d [11.273]
J,
1+ 2
J

[11.274]

11.6. Las tensiones principales en flexion y corte

Sea figura 11.52, una seccién solicitada por flexién y corte, que, por
razones de simplicidad supondremos rectangular.

Oy

Fig. 11.52

En las fibras situadas a una distancia y del eje neutro actuardn una tension
normal o, y una tangencial 7., que, para los sentidos de M y Q indicados tendran
los signos que aparecen en los respectivos diagramas de fig. 11.52. Dichos valores
serdn constantespara todas las fibras situadas a un mismo nivel y, y si, por otra par-
te, consideramos que 0; = 0y, = 7,, = 7y: = 0, podemos admitir que a los pun-
tos 4 corresponde un estado eldstico plano. Si ahora aislamos el prisma infinitésimo
que corresponde a un punto A, su solicitacion sera la que indica la figura 11.53 a.
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El problema tiene por objeto determinar las tensiones principales y sus
direcciones, para los distintos puntos de la seccion.
En este caso, por ser 0, = 0 su expresion genérica, es:
o'X

01.2=—j+—\/0x2+47xy. [11.275]

“~

y su determinacion grafica resulta del trazado de la circunferencia de Mohr
de figura 11.53b. Sobre el plano principal P-1 actda la tension principal o,

Oy

y

(a)

Fig. 11.53

de traccion y sobre el P-2, la 0, de compresi6n, cuyas direcciones son normales
a los planos respectivos y aparecen indicadas con sus sentidos en la figura.

Desarrollaremos a continuacion una construccion grafica simple, debida
a M. Ritter, conocida como diagrama de Ritter que permite, conocidos los
diagramas de o, y Txy para la seccion determinar los correspondientes a
0y ¥ 0, y ademds, sus direcciones.

Sea la seccion S-S’ de una viga sujeta a flexion y corte yAGA' y SLS' los
diagramas de tensiones normales 0, y tangenciales Ty Tespectivamente. Tracemos
la recta BGB', cuyas ordenadas respecto de S— S representan los valores 3 2 oy . Para
un nivel cualquiera y, la paralela al eje baricéntrico en su interseccion con los
diagramas 2‘ Ox, Txy ¥ €l eje S-S define los puntos C, Ny O respectivamente.
Con centro en O y radio ON rebatimos N sobre S-S obteniendo Q y con centro
en C trazamos la semicircunferencia KQL, de radio CQ.

Los segmentos OL y OK representan, respectlvamente 0, y 02, tensiones
Prlnc1pales En efecto, por construccion tenemos que OQ = ON = 7,y; oC =

T 0;C0 =V 502+ T = CK =CL.

En consecuencia:
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