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Concepto de dependencia e independencia lineal

Terminamos el video anterior con un ejemplo en R?, mostrando,
graficamente, que podia encontrar un conjunto generador de R? de
dos elementos y también podia encontrar un conjunto generador
de R? de mas elementos. Concretamente :

> R?=gen{(11)7, (01)7}

> R?2=gen{(11)7, (01)7, (23)7}
Vamos a demostrar analiticamente que estas dos afirmaciones son
verdaderas.
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> R?>=gen{(11)7, (01)"} En principio si queremos
demostrar una igualdad entre conjuntos, tal como vimos,
tenemos que demostrar una doble inclusién, pero ya sabemos
que el conjunto gen {(11)7, (01)"} C R?, pues sus vectores
son elementos de R? (esto lo demostramos en la clase
anterior).Asi que para demostrar la igualdad sélo debo
demostrar que todo elemento de R? es combinacién lineal de
los vectores (11)7 y (01)" Entonces: Sea X € R?
estudiemos si existen «, 8 € R tal que:
X=(xix)"=a11)T+p01)" &
eX=0x)T =(a+p)T
« = X1
at+ B = x
El sistema lineal tiene solucién dnica. Para cualquier valor del
vector X puedo encontrar (inicos escalares para
descomponerlo como una combinacién lineal de los vectores
(11)Ty (01)7. Asique R2 Cgen{(11)7, (01)7} .
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Entonces el conjunto dado, genera R? y notemos que, en este caso
(en la que no sobran vectores ) la solucién del sistema es dnica.
Veamos el otro ejemplo:
> R?=gen{(11)7, (01)7, (23)"}.
Otra vez, ya sabemos que
gen{(11)7, (01)7, (23)7} C R2. Tomemos un elemento
genérico X € R? y planteamos:
X=0ax) =a@)T+801)7T +4(23)7
(1 2) = (@ +2y a+B+37)T
a + 2y = x
{ at B+ 3y = x
Planteamos la matriz:
102 | x

102 | x
113 ] x) \o11 >S‘C"

| X2 — X1

aaaaaaaaaaaaaaaaaa
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Entonces, el sistema tiene infinitas soluciones.
Como es compatible, afirmamos como en el caso anterior :

R? C gen {(1 DT o7, (2 3)T}

R? = gen {(1 17T, (01)7, (2 3)T}.

La diferencia, en cuanto a la resolucién del sistema lineal
planteado, con el caso anterior entonces, es que el sistema no tiene
solucién tinica cuando busco escribir cada elemento de R? como
combinacién lineal de los vectores del conjunto.
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Entonces, resumamos para este caso tan simple qué encontramos:
R? = gen {(1 17, (0 1)T}

R? = gen {(1 nToonT, (2 3)T}

» En el segundo conjunto, como los dos primeros vectores sirven
para generar R?, en particular el vector (2 3)" es combinacién
lineal de los anteriores.

» Como vimos en la resolucién de los sistemas, cuando tengo
una cantidad minima de generadores la combinacién lineal
para escribir cada elemento de R? tiene tinica solucién y en el
otro caso no.
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Dependencia e independencia lineal

Definicién: Se dice que un conjunto de dos o mds vectores,
{vi,va,...,vp} C V — K espacio vecorial, es linealmente
dependiente (l.d.) si alguno de sus elementos es combinacién
lineal de los demas.Si el conjunto esta formado por un tinico
vector, v;, se dice que es linealmente dependiente sélo si
v1 = Oy

Cuando esto no sucede, se dice que el conjunto es linealmen-
te independiente.
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Definicidon equivalente de independencia lineal

Se dice que un conjunto {vi,va,...,v,} C V — K espacio
vectorial es linealmente independiente si:

AMvi+Xovmt .. A =0y = A= =---=X,=0

Nota: Existe una tinica combinacién lineal para escribir Oy .
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Observaciones

Vamos a listar algunas propiedades muy directas:
> Todo conjunto que contenga a Oy es |.d.

» Si un conjunto tiene dos elementos {uy, u2} es Id
dk € K/Ug = kuy.

» Si{u1, up,..., ux} es un conjunto de vectores y uy es
combinacién lineal de los demds vectores del conjunto,
entonces:

gen{u, uo, ..., u} =gen{ur, U, ..., Ug_1}
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§ FACULTAD

Demostremos la dltima observacion.

Otra vez tenemos que demostrar una igualdad entre conjuntos.
Una de las inclusiones es obvia:

gen{uy, up,..., ug_1} C gen{u, ua,..., ug}(1)

Veamos entonces que, si u, es combinacion lineal de los otros
vectores, se cumple la otra inclusién.
Si uy es combinacién lineal de los demds vectores del conjunto,

entonces existen escalares f31,..., Ox_1 tales que
ug = [31u1 + et ,Bk - 1Uk,1. (a)

Sea v € gen{u, ua,..., Uk}, entonces:
V=AU + ....... e Ao 1Ug—1 + Ak, (b)

Pero entonces, si reemplazamos (a) en (b), obtenemos la igualdad:

v = (/\1 + )\kﬁl)ul + . ()\k,l + 5k71)uk71.
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Claramente se cumple : v € gen{u1, ua,..., ux} Entonces
probamos que:

gen{uy, up,..., ux} Cgenfur, uz,..., U1} (2)
Cuando v, es combinacdn lineal de los otros vectores.

Por (1) y (2) queda demostrado que los conjuntos son iguales.

Entonces, cuando un conjunto generador de un subespacio es
linealmente dependiente, si sacamos alglin elemento que es
combinacién lineal de los demds, obtenemos un nuevo conjunto
que genera el mismo subespacio.
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Recordemos el problema que motivé dar nuestra definicién de
independencia lineal.

Si un subespacio tiene un conjunto finito de generadores, queremos
quedarnos con una cantidad minima de generadores.

Por la dltima observacién, tenemos el camino para encontrar lo que
se denomina un conjunto minimal de generadores de un
subespacio. O sea, n un conjunto de vectores que genere el
subespacio pero donde no sobren elementos.

Para eso, al obtener un conjunto generador del subespacio
tendremos que chequear si el conjunto es l.i. 0 no. En caso de no
serlo, habra algtin vector que es combinacién lineal de los demas y
que podemos sacar del conjunto.
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Lema de independencia lineal

Si un conjunto de vectores {vi, va,..., vy} con vi # Qy, es
linealmente dependiente , siempre existe un minimo k tal que:
> v, € gen {Vl, Vo,..., kal}
> {Vl, Vo, ..., kal} es un L.i.
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Comparacién del cardinal de un conjunto l.i con un
conjunto generador de un subespacio.

Si {v1,...,Vn} es un conjunto Li. en un K-espacio vectorial V y
{wi,...,wn} genera el espacio vectorial V.= n < m. Vamos a
demostrar que n < m, a través de un proceso de una cantidad
finita de pasos. En cada paso vamos a agregar uno de los vectores
v's y sacar uno de los vectores w's.

» Paso 1 : Tenemos que
gen{wi,...,wn} =V =gen{vi,ws,...,wn}=Vyesun
conjunto l.d. pues el conjunto de m elementos, generaba V.
Existe un primer vector del conjunto que es comb. lineal de los
anteriores. No puede ser vy, pues vi pertenece a un conjunto
li. vi # V, entonces vamos a poder sacar uno de los vectores
w's, supongamos que sea w;. Con lo que
quedaran:vy, wi, ..., Wj—1, Wjt+1, ... Wy (Quedan m
elementos, que generan el espacio vectorial.)
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» Paso k: Si seguimos, en el paso k, ingresamos el vector vy,
obtenemos un conjunto de m+ 1 elementos que genera V y es
Id {vi,v2,... vk, Wi ... wn}, otra vez sacamos uno de los
vectores w's,(pues el conjunto v, ..., vk es |.i) y obtenemos
un conjunto de m elementos que genera V.

> Este proceso es finito, termina cuando agregamos el dltimo
vector v, al conjunto generador y sacamos uno de los vectores
w's. Esto implica que por cada vector v tengo un vector w
que puedo sacar.

> n<m.
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Base de un espacio vectorial

Definicién: Sea V — Kespacio vectorial, se dice que un con-
junto B={vi,va,..., vy} C V es base de V si cumple:
> gen{vi,va,...,vp} =V
» {vi,va,..., vy} es i
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Como ya demostramos que el nimero de elementos de un conjunto
linealmente independiente es siempre menor o igual que el
nimero de elementos de un conjunto que genera el espacio
vectorial. Es inmediato demostrar que todas las bases de V tienen
la cantidad de elementos.
Supongamos que B ={v,...,v,} y B’ ={w,...,wn} son dos
bases de un espacio vectorial V, vamos a demostrar que n = m.

» Como B genera Vy B’ es un conjunto Li. = n > m (1).

» Como B’ genera Vy Besli.= m>n(2).

» Como se cumplen (1) y (2) = n=m.

Entonces, tiene sentido dar la siguiente definicién:

Definicién: Si un conjunto finito B = {vi,...,v,} es base de
un K-espacio vectorial V se dice que n es la dimensién de V.
Se nota dim(V) = n.
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