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§ FACULTAD

Recordemos

Definicién: Sea V — Kespacio vectorial, se dice que un con-

junto B = {vi,va,...,v,} C V es base de V si cumple:
» gen{vi,va,...,vp} =V
» {vi,va,...,Vp} es Li.

Definicién: Si un conjunto finito B = {v1, ..., v,} es base de

un K-espacio vectorial V se dice que n es la dimension de
V. Se nota dim(V) = n.

Aclaracién: El subespacio nulo, {Oy}, tiene dimensién 0.
Se dice que un espacio vectorial es de dimensidn infinita si no
es de dimensién finita.
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Bases candnicas

» En R” la base candnica es

1 0 0
1 0

ER": . b . PRI
0 0 1

Que en forma mas compacta, de ahora en mas escribiremos:
Egn = {e1,€,...€5}, con e € R"/(€))k = Oi-
El conjunto cumple con la definicién de base, pues:
XeR" X =x1e1 +x8 + -+ xpep, VX eR"

Genera v
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Ademas, si :
Aer+ e+ -+ Apep = Ope &
S A ) =00 ...,0" &
S A=0,2=0...2,=0

Es Li. v
Por lo tanto Egn» es base de R" y dim(R") = n.
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» Si consideramos C"” como C-espacio vectorial, la base
candnica es:

E(Cn,@:{el,eg,...en}
SiXeC"X=(x, x, ..., x,,)T, conx;eC,V1<i<n.

X =x1€1 +x0€ + -+ + xpep

comb. lineal con escalares en C

El conjunto genera C" — C v

La independencia lineal, se prueba como en el ejemplo
anterior.

El conjunto es li. v/

Por lo tanto Ecn_c es base de C" — C y dim(C" — C) = n
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» Ahora consideremos C" como R-espacio vectorial.

i Cual es la diferencia con el punto anterior?

Las combinaciones lineales en este espacio vectorial sélo
admiten escalares reales, entonces ya no podemos generar el
espacio vectorial con los vectores {e1, e,... e}

Pues haciendo combinaciones lineales de estos vectores con
nlimeros reales, sélo obtenemos vectores que en cada
coordenada tienen un nidmero real.

XeC's X=(x, x, ..., x,,)T
Cada xx = ax + ibk, ax, by € R, entonces, podemos escribir:
X =(x1, x2, ..., x,,)T
= (al +iby, a» +iby, ..., a,+ ibn)T

= aie; + arex + -+ + apep + brejr + baejp + -+ - + bueiy

Donde ejx € (C”/(e,-k)/ = [.0k
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Entonces, VX € C" se cumple:
X =aier + e+ -+ +aney + biejy + byejp + - - + bpejy

c. |. de vectores en C"con escalares reales.

Entonces, en este espacio vectorial, C" — R, la base mas directa es
Ecr-r ={e1,e,...en,€1,€2,...,€0n}

Ya vimos que Ecn_g genera C" — R V.

La independencia lineal también es directa pues si:

Arer + Ao + o+ ApBy + Brei1 + Baeip + -+ + Bnein = Ocn
Igualando coordenada a coordenada:
AM+iB1=0,+if=0,...\,+i8,=0.

Asi obtenemos:

A1 :2:"‘:)\n:OZ/81 :,82:...5,-,.

El conjunto es li. v/

Por lo tanto, Ecn_p es base de C" — R y dim(C" — R) = 2n

? FACULTAD
-‘ DE INGENIERIA

Universidad de Buenos Arres

7/23



» En R™*X" |3 base candnica, se nota:

ER"’X” = {6117 €12,...,€1n, €21,---€2ny-- -, EmL, - - - emn}

[E'k/]ij—{éssii Ei’ ;;E: g VO<ik<

Tarea: chequear que
Egmxn genera R™*" y es |.i.

Por lo tanto, es base de R™*" y dim(R™*") = m X n.
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» Estudiemos ahora R,[x], el conjunto de los polinomios de

grado menor o igual que n, junto con el polinomio nulo.
La base canénica de R,[X] sera:

-1
Eg,[x] = {X”, x" L, X, 1}

Es inmediato que si P € R,[x]:
P=apx" + a,_1x" 14 -+ a1x + ag, con a; € R.

comb. lineal de x",...,x,1

Luego Eg,[x genera R,[X] v/

La independencia lineal, también es directa pues:

Anx" + )\,,,1X"_1 4+ -+ Ax+ Aol = @Rn[x] =

S Ay =---= A1 = A =0, pues para que dos polinomios
sean iguales, sus coeficientes deben ser iguales.

El conjunto es l.i.v’

Luego Eg, [« es base de R,[X] y dim(Rp[x]) = n+ 1.
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Observaciones importantes

En lo que sigue V es un K-espacio vectorial con dim(V) = n.
1. Si {Vl, V2,...,Vk} es li. e k <n.
Esto es consecuencia directa de la propiedad demostrada en el
Episodio anterior ( cardinal de un conjunto Li. < cardinal de
un conjunto generador). Como dim(V) = n, toda base tiene n
elementos y como toda base es un conjunto generador de V se
cumple que k < n.v

2. Si{wi,wa,...,wp} generaV=m>n.
Es consecuencia de la observacién ya citada, cualquier base de
V tiene n elementos y es l.i, por lo tanto como este conjunto
es generador de V= m > n.v’
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3 Si B={u1,up,...,us} es un conjunto Li. en V = B es base.
Supongamos que B no es base, como por hipdtesis es un
conjunto l.i, si no es base del espacio vectorial, serd porque no
genera V = Jv € V tal que {u1, up, ..., up, v} es li. Absurdo,
pues como dim(V) = n = todo conjunto l.i. tiene a lo sumo
n elementos = B genera V y por lo tanto es base.v’

4 Si B={ui,up,...,us—1,uUpn} €s un conjunto generador de
V = B es base de V.
Otra vez, supongamos que B genera V y no es base = B no
es l.i.= hay algln vector de B que es combinacién lineal de
los demds, supongamos, sin pérdida de generalidad, que es
up = gen{uy, Uy, ..., u,—1} = V. Absurdo, pues como
dim(V) = n todo conjunto generador tiene por lo menos n
elementos. Luego B es l.i. y por lo tanto B es base. v/
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5 Si un subespacio S C V = dim(S) < n. (Tarea para el hogar)

6 Si un subespacio S C Vydim(S) =dim(V) = S=V.
Sidim(S) =dim(V) =n= 3 Bs = {u1,un,...,un} base de S de
n elemmentos. Si suponemos que S #V = dw eV talquew ¢S
Entonces, el conjunto {uy, u, ..., un, w} resulta l.i. Absurdo pues
como dim(V) = n, todo conjunto l.i. tiene a lo sumo n elementos.
Como el absurdo viene de suponer S #V = S =V./
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Independencia Lineal de funciones en C™(/)

Supongamos que tenemos que analizar si un conjunto de funciones
{p1, ¢2,..., dn} C C™(I),(m>n—1)es li.

Antes de seguir recordemos que C™(/) es el conjunto de las
funciones de / en R que son m veces derivables con continuidad.

Para ver si las funciones son l.i. igualemos una combinacién al
elemento neutro del espacio vectorial:

A1+ Ao+ -+ Ao = @C"’(l) &

S AMo1(x) + Xoga(x) + -+ + Andn(x) = 0,Vx € /.

Recordando que la derivada de una funcién constante en un
intervalo es nula en ese intervalo y derivando m.a m. hasta obtener
tantas ecuaciones como incognitas, se cumple Vx € [:
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A1¢1(x) + Xaga(x) + - - 4 Apdn(x)
A1¢1 (%) + Aag(x) + -+ + Anp(X)
A1 (X) 4+ Xada (x) + - - - + Ay (x)

0
0
0

A" () 4 Aol (X) 4 -+ + Aol H(x) =0

Si escribimos este conjunto de ecuaciones en forma matricial,

obtenemos :
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¢1(x) $(x) .. @a(x) A
$1(x) o(x) .. Pp(x) A2
¢71(x) Po(x) . Ph(x) _ Vx € I
A0 o) . e )\
Entonces, en particular, si x = xg el sistema:
$1(x0) $2(x0) .- ¢n(x0) M 0
$1(x0) Ph(x0) ... Ph(xo) A2 0
1%0) Pox0) ... Ph(xo) ;
0" V) 08 0) .. B V(%) M) o
G secaiien
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El sistema homogéneo tiene solucién tnica si y sélo si la matriz del

sistema es inversible. esto es equivalente a pedir que su
determinante sea no nulo.

$1(x0)
1 (x0)

1%0)

3" (x0)

¢

$2(x0)
$5(x0)
2%0)

£ (x0)

¢n(X0)
Pn(x0)
¢n(x0)

& (x0)

#0

Entonces encontramos una condicién que nos permiter afirmar

cuando un conjunto de n funciones son l.i. en C™(l), m > n— 1.
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Definicién: Dado un conjunto de funciones {1, ¢2,..., én} con
¢ € C=U()W 1 < i < n se llama wronskiano {¢1, ¢2,..., ¢n}
a:
¢1(X0) ¢2(X0) .. ¢n(X0)
¢);.(XO) (i)lz(Xo) . QS;,(X())
W(o1, ¢2,..., ¢n) = #1'x0) % X0) . ¢! (x0)
¢>§n71)(XO) d)g"*l(xo) "D (x)
B,
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Teorema del Wronskiano

En el desarrollo anterior, hemos demostrado que :

Si {¢1, ¢2,..., ¢pa} € C=D(I) y para algin xo € I, se
Cumple W(¢1a ¢27"'7 ¢n) # 0 = {gb]_, ¢2,..., ¢n} es

linealmente independiente.

Si {¢1, ¢2,..., ¢n} C C(”_l)(l) es un conjunto linealmente
dependiente = W(¢1, ¢2,..., ¢p) =0Vx € I.

Aclaracién: El reciproco de este teorema no es verdadero |,
existen funciones tales que W(é1, ¢2,..., ¢n) =0,Vx € I, pero
las funciones bf no son linealmente dependientes.

? FACULTAD
-z DE INGENIERIA

Universidad de Buenos Arres

18/23



Ejemplos

a Verifique que el conjunto {e*, e3>} es Li. en C*(R).
Calculemos el wronskiano de estas dos funciones. Aqui:
¢1(x) = €™, ¢o(x) = e
¢ (x) = 2e¥, ¢p(x) = 3>

e e

2e2x 3e3x

3x

W(e>, &) = =3 -2 = £0Vx R

Por lo tanto, el conjunto {e*, e3>} es Li.

b Pruebe que el conjunto {x3, x?, x} es li.usando el teorema
del wronskiano.Aqui:
#1(x) = x3, da(x) = x2, ¢3(x) = x
Ph(x) = 3%, dh(x) = 2x, #3(x) =1
1(x) = 6x, ¢5(x) =2, ¢5(x) =0
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3 2

x> x* X
W(x%, x, 1) = [3x> 2x 1| = —2x>.
6x 2 0

W(x? x, 1) = -2x3#0¥x € R — {0}
Por lo tanto el conjunto {x3, x2, x} es Li.

¢ Analicemos la independencia o dependencia lineal del
conjunto {x3,[x3|} c C3(R).
Si ¢1(x) = x3y ¢o(x) = ‘x3‘ .
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Una primera cuestion es que, teniendo en cuenta que

3 .
w) =l ={ 5 JiZ0

Quedaria como tarea ver que esta es dos veces derivable , con
continuidad, en x = 0. Suponiendo que esa tarea ya esta hecha, si
calculamos el W(¢1, ¢2), tenemos: ¢} (x) = 3x? y ¢{(x) = 6x

3x2six>0 6x si x>0
¢’2={ ~ y¢'2'={ ~

—3x%2six<0 —6xsix <0
Luego:
3,3
W(p1,p2) = 32 32| =0 Vx > 0.
W3 3
W(¢1a ¢2) = 3X2 —3X2 = O, Vx < 0.
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W(¢1, ¢2) =0y las funciones ¢1 y ¢2 son claramente |.i, pues no
son una miultiplo de la otra.

Ademas de lo graficamente, una de las primeras propiedades que
vimos al definir independencia lineal, en el episodio anterior, fue
que si un conjunto de dos elementos era |.d, entonces un elemento
debia ser miultiplo del otro. Entonces:

Si es l.d:

Jk € R /pa(x) = ko1(x) &

& k= ¢2(x)/¢1(x), Vx tal que ¢1(x) # 0.

En este caso, como ¢p/¢p1 =1six >0y

$2/d1 = —1si x < 0= k/pa(x) = kh1(x). Por lo tanto

{b1, P2} es li. Tal como sefialamos, puede ser que el wronskiano
de un conjunto de funciones resulte nulo y las funciones ser l.i.
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Por supuesto, si tomamos un conjunto de funciones Il.d. el
wronskiano con seguridad se va a anular.

Conclusién : Si W(o1, ¢2,..., ¢n) =0, no puedo afirmar que las
funciones sean I.d. o l.i. y tendré que estudiar la independencia
lineal del conjunto con otras herramientas.
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