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Recordemos algunas definiciones

Una ecuacion diferencial es una ecuacién cuya incégnita es una
funcién. Estas ecuaciones establecen relaciones entre la funcidn
incégnita y(t) , sus derivadas y la variable independiente t.

En este segmento nuestro objetivo es el de determinar cudles son
TODAS las soluciones de ecuaciones diferenciales lineales de orden
n de la forma

Y () 4+ ap_1yI(8) + an_ay "D (t) + -+ + a1y (t) + agy = F() (1

donde y es la funcién incdgnita, a; € R son constantes y f es una
funcién de t (t'ermino independiente).
Cuando f(t) = 0 la ecuacién es homogénea.

Y pa, 1y pa, oy 4 pay ay =0 (2)



El mayor orden de derivacién al que aparece afectada la funcién
incoégnita y se llama orden de la ecuacién diferencial. La ecuacién
que aparece en (1) es de orden n.

Una solucién de una ecuacioén diferencial es una funcién,
suficientemente suave como para poder derivarse todas las veces
que la ecuacién lo requeira (orden de la ecuacién diferencial) y
satisfacer la ecuacidn, es decir que al reemplazarla en la ecuacién
se satisface la igualdad que la ecuacién plantea.

Trabajaremos en el espacio C*°(R) como R o C espacio vectorial,
es decir con funciones infinitamente derivables de manera que
podremos estudiar ecuaciones lineales a coeficientes constantes de
cuaquier orden.



Vamos a asociar a cada ecuacién de orden n un polinomio de
grado n :

Definicion
El polinomio caracteristico asociado a (1) es

p(r)=r"+a, 1r" 4+ +air+ap (3)

Por ejemplo, el polinomio caracteistico asociado a la ecuacién
diferencial

y' =3y +2y =0

es
p(r)=r>—3r+2

A partir de las raices de este polinomio construiremos todas las
soluciones. Empezaremos por analizar las soluciones de ecuaciones
homogéneas y luego estudiaremos las no homogéneas.
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Resultado Si )\ es raiz de p entonces y(t) = ef es
solucion de la ecuacién homogénea asociada

A

Para probarlo debemos reemplazar e*t en la ecuacién y comprobar

que da cero.
Notemos que y(k) = \ke*t de donde

YO + an-1y " D(1) + 30 29" D(e) + -+ a1y (1) + 2oy =

= \NeM fa, 1 an—1eM 4.+ adeM 4 ape’ = eMp(\) =0



Ecuaciones homogéneas

Empecemos con las de menor orden
Ecuaciones homogéneas de primer orden
Son ecuaciones del tipo

y = Ay =0
Si definimos el operador
D —\d: C*(R) = C*(R)
podemos escribir la ecuacién (4) como

(D~ Md)y] = 0



Observemos que D — Ald es un operador lineal:
(D=Md)ly1+y2] = (y1+y2) = AMy1+y2) = yi+ys—Ay1—Ayz =
y1 = A+ (v5 = Ayz) = (D = Md)[n] + (D — Ad)[ye]

ademids si k € R (o C)
(D=Ald)[ky1] = (ky1)' =A(ky1) = kyi=A(ky1) = kyi—kAy1 =

k(y1 =) = k(D — d)[y1]

Las soluciones de (4) son el niicleo del operador que es un
subespacio de C*°(R).
Cémo podriamos descrbir este subespacio?



Resultado Todas las soluciones de la ecuacion
y' — Ay =0 son de la forma y(t) = Ce’!, Cc R

A

Para probarlo veamos primero que y(t) = e*! es claramente

solucion de la ecuacién:
(e)\t)/ o /\(e)‘t) — )\e)\t _ )\e)\t =0

Supongamos ahora que y es una solucién (es decir y’ — Ay =0) y

definamos h(t) = 2(;2 Entonces h estad bien definida y satisface

(o = YO YN =)

ya que, por ser y solucién, y'(t) — Ay(t) = 0.



Resulta que h es una funcién con derivada nula por lo tanto h es
constante: h(t) = C.

Hemos demostrado entonces que si y es cualquier solucién de la
ecuacion vale

h(t) = ye(ft) — C = y(t) = Ct O
Notar que las soluciones de (4) son funciones infinitamente
derivables definidas en todo R, es decir funciones de C*>°(R).
Observacion
El nicleo de la transformacién lineal D — Ald es el subespacio de
C>(R) de dimensién 1 generado por e*t:

Nu(D — \Id) = gen {e’\t}



Observacion

El polinmio caracteristico de la ecuacién y’ — Ay =0 es
p(r) = r — X cuya dnica raiz es r; = Ay una base del espacio de
soluciones de la ecuacién es (no casualmente) {e*} = {e"*}.

Esta misma relacidn entre las raices del polinomio caracteristico de
la ecuacién y la base del espacio de soluciones aparecerd en
ecuaciones lineales homogéneas de coeficientes constante de orden
mayor a 1.
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Resultado El problema de valores iniciales
( ecuaciéon + condicién que la solucién debe
satisfacer en algun punto) tiene una tnica solucién

{y’—Ay =0
y(t) =

Entre todas las soluciones que son de la forma y(t) = Ce’t hay
una Unica que satisface y(to) = yo:

y(to) = CeM = yp = C = ype M

Entonces la (nica solucién del problema de valores iniciale es
—Atg JAE A t—t
y(t) = ype MoeMt = ygert—to),
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Con este resultado podemos calcular soluciones de ecuaciones y de
problemas de valores iniciales sencillos.

Ejercicio
Hallar todas las soluciones de y’ + 2y = 0 que satisfacen y(0) = 3.

Ya sabemos que todas las soluciones de y’ + 2y = 0 son de la
forma y(t) = Ce™2, entre ellas buscaremos las que satisfacen la
condicién y(0) = 3.
Si

y(0)=3=Ce?°=3=C=3

por lo tanto la tnica solucién del problema es y(t) = 3e~2t.

Antes de estudiar las soluciones de ecuaciones homogéneas de
mayor orden, resolvamos la ecuacién de primer orden no
homogénea ya que utilizaremos su solucién para construir las
soluciones de ecuaciones homogéneas de mayor orden.
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Ecuaciones de primer orden no homogéneas

Calculemos las soluciones ecuaciones de primer orden no
homogéneas del tipo

y' = Ay = f(1) (5)

: f f
si pensamos que f(t) = %e” y llamamos g(t) = e()‘tt)’ entonces
podemos reescrbir la ecuacién como

y' =y = g(t)e

Es facil probar que si h satisface h'(t) = g(t), es decir h una
primitiva de g, entonces y(t) = h(t)e*t es solucién de (5):

v = y(t) = Ay(t) = (K (t)e* + h(t)\et) — Ah(t)eM =



Cémo son entonces todas las soluciones de (5)?

Elijamos una de las soluciones recién calculadas, es decir fijemos
una primitiva de g(t) = % , sea hy llamemos y,(t) = h(t)eM
(solucién particular). Si a y, le sumamos una solucién de la
ecuacién homogénea asociada a (5) , y,(t) = Ce’t, obtendremos
otra solucién de (5):

(D—Ad)lyp+ya] = (D~ Nid){yp] + (D~ Md)lya] = F(£)+0 = £(t)

Entonces si a una solucién particular de (5) (que ya sabemos
calcular) le sumamos cualquier solucién de la ecuacién homogénea
. Y, (sabemos calcularlas todas) obtenemos otra solucion de (5).

Observacion

Para el caso de ecuaciones lineales algebraicas , Ax = b, ya
conociamos un resultado equivalente: si conocemos una solucién
de la ecuacién, x, y le sumamos las soluciones de Ax = 0, xp,
obtenemos todas las soluciones de la ecuacién que son de la forma:
Xp + Xp.

Para ecuaciones diferenciales lineales sigue siendo valida esa
afirmacién 14



Resultado Todas las soluciones de (5) son de la
forma y, + y4: una solucién particular mas las
soluciones de la ecuacion homogénea asociada

Sea y solucién de (5), y sea y, una solucién calculada segtin vimos
yp = g(t)e, entonces y — y, es solucién de la ecuacién
homogénea asociada ya que

(y=Yp)' =AMy =yp) = ¥'=yp=dy+Ayp = (' =Ay)—(vp—Ayp) = p(t)—p(t

Como nosotros conocemos como son todas las soluciones de la
ecuacién y’ — \y = 0, podemos afirmar que

Y= Yp= CeMt = y(t) = yp(t) + Celt

Entonces todas las soluciones de (5) son de la forma
y(t) = yp(t) + Ce’t donde y, es alguna solucién particular de (5)
y C es constante.
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Resultado El el problema de valores iniciales tiene
una unica solucién

Ejercicio
Hallar todas las soluciones de la ecuacién y’ — ¥ = te?’.
La ecuacién tiene la forma (5) con A = 1/2 y f(t) = te*t

2
debemos entonces hallar una primitiva de %, es decir una h tal
e2
que H(t) = te2*. Elijamos h(t) = gteit fe2 , de donde
2.2t 4.2
YP(t):§tet get
Todas las soluciones de la ecuacién se pueden escribir como

2 4
vg(t) = yp(t) + Ce* = 3 o2t 9e2t+ Celt
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Para el caso de problema de valores iniciales
Ejercicio Resolver el problema de valores iniciales

{y’+y = t?

La solucién general de la ecuacién es yg(t) = yp(t) + Ce . Para
hallar y, procedemos aomo lo hicimos anteriormente y obtenemos
yp(t) = t2 =2t +2.

Para hallar la solucién del problema de valores iniciales elegiremos
C de manera que la solucién y(t) = t? — 2t + 2 + Ce™! satisfage
y(0) =3,

y(0)=2+C=3=C=1

La tnica solucién del problema de valores inciales es
y(t)=t> -2t +2+ et
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Ecuaciones homogéneas de orden mayor a 1

Sea una ecuacién del tipo (2) cuyo polinomio caracteristico es (ver
(3)) p(r) =r"+an_1r"t+---4arr+ ap. Vamos a construir una
base de soluciones, es decir una base del espacio nulo del operador
diferencial lineal asociado a la ecuacidén , a partir de las raices de p.

Ya vimos que existe una relacidén entre las raices de p y las
soluciones de la ecuacién homogénea en el caso de primer orden.
Extenderemos ese resultado a ecuaciones de orden n.
Empecemos por las de segundo orden.
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Ecuaciones homogéneas de segundo orden

Busquemos las soluciones de
" /
Yy +ay +ay=0

Primer caso
Empecemos por el caso de ser

y'+aiy' +aoy =0, p(r)=r’+ar+a
siendo las raices de p simples, 1 # r:

p(r) =(r—n)(r—nr)= r’ — (ri + r)r + rir, resulta

aa=—(n+n),aa=nnyp(r)=rP—(n+nr)r+n.rn.
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La ecuacién se escribe entonces como y” — (rn + )y’ + n.ny =0

y como
(D = nld)[(D - rald)[y]] = 0

ya que
(D—rild)[(D—rald)[y]] = (D—nld)ly'—r2y] = (y' —roy) —ni(y'—rny) =

=y'—ny' —ny'+nny=y"—(n+n)y'+ nny

Ya sabemos cédmo es el nicleo del operador (D — rild) entonces
reemplazando resulta

(D — nld)[(D — rald)[y]] = 0 = (D — rld)[y] = Ce"*
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Es decir que las soluciones de (7) satisfacen (D — rild)[y] = Ce™*
o equivalentemente y’ — ry = Ce™2.

Procediendo como ya lo hicimos anteriormente, podemos resolver
esta ecuacién de primer orden no homgénea. Necesitaremos
encontrar una solucién particular (que también sabemos como
hacerlo) y sumarle luego todas las soluciones de la ecuacién
homogénea asociada que este caso resulta: y,(t) = _D_gnt que

rn—r
puede escribirse como y,(t) = Ae™*. Finalmente
ve(t) = Aet + Ce!

Hemos demostrado entonces el siguiente resultado

21



Resultado Todas las soluciones de

y" —(n+ n)y' + nny = 0 son de la forma
yg(t) = Ce"t + D e,

Una base del nicleo del operador

D? — (I’l =F r2)D + nnld es {e’lt, e’2t}

Observacion

Una vez mas podemos relacionar la base del espacio nulo del
operador diferencial, en este caso (D — r1ld)(D — r2ld), con las
raiices del polinomio caracteristico asociado a la ecuacion :
p(r)=r>—(rn+nr)r+nrn=_(—n)(r—nr)

En este caso las dos raices del polinomio son r; # r» y una base de
soluciones es {e"*, e'}.
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Completemos el andlisis del caso en que p tiene raices distintas
contemplando la posibilidad de que sean complejas conjugadas:
a+ifya—iB, cona,fB €R. El polinomio resulta entonces
p(r) = r> —2ar +a? + B2 y la ecuacién

y' =20y + (a®+ %)y =0

Si procedemos como explicamos antes, resulta que la base de
soluciones de la ecuacién es {e(‘”"ﬁ)t, e(a_’ﬂ)t}. Llamamdo
yi, (1) = eletiBt gy (t) = el@=7P)t | recordando que

ela+iB)t — e0t(cos(t)) + isen(St)) y la linealidad del operador
diferencial, sabemos que D(yn, + yh,) ¥ C(¥h, — ¥n,) también son
soluciones para cualquier constante C y D.

Eligiendo C = % y D= % obtenemos dos soluciones linealmente
independientes de la ecuacién, es decir una nueva base que resulta
{e“ cos(By), e*sen(ft)}.

Resumamos este anadlisis en el siguiente resultado.
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Estudiemos ahora el caso de raiz doble: r;1 = r>.
Segundo caso Estudiemos ahora el caso r; = r, es decir que el
polinomio caracteristico p tiene una raiz real doble

y' =20y + Xy =0 (8)
que puede escribirse como
(D — \ld)?[y] =0
ya que
(D=AId)[(D=Ald)[y]] = (D=Ald)ly'=Ay] = (y'=Ay)' =A(y'=Ay) = y"-

Ya sabemos que las soluciones de (D — Ald)[y] = 0 son
exponenciales, entonces reemplazando resulta

(D—\Id)?[y] = (D—\Id)[(D—=\Id)[y]] = 0= (D—\Id)[y] = Ce**

Es decir que las soluciones de (8) satisfacen (D — Ald)[y] = Ce*t o
equivalentemente y’ — Ay = Cet.

Procediendo como hicimos anteriormente, podemos resolver esta
ecuacién de primer orden no homgénea.
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Necesitaremos encontrar una solucién particular (sabemos como
hacerlo) y sumarle luego todas las soluciones de la ecuacién
homogénea asociada. En este caso resulta f(t) = Ce’ y

g(t) = % = C, de donde h tal que W' (t) = g(t) es h(t) = Ct.
Entonces y,(t) = Cte*t y finalmente

vg(t) = Cte* + D e

Hemos demostrado entonces el siguiente resultado

26



Resultado Todas las soluciones de

y" —2X\y' + X2y =0, A € R son de la forma

vg(t) = Cte’ + D et

Una base del espacio de soluciones es {te'!, '}

Observacion Nuevamente podemos relacionar la base del espacio
nulo del operador diferencial, en este caso (D — )\ld)2, con las
raices del polinomio caracteristico asociado a la ecuacién :

p(r) = r® —2XAr + X2 = (r — A\)? . En este caso las dos raices del
polinomio coinciden (raiz doble) r; = r, = A\ y la base de
soluciones es {te*t, e’}
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Resolvamos algunos ejercicios.

Ejercicio
Construir una ecuacién diferencial lineal homogénea a coeficintes
constates de orden minimo que admita a e’ por solucién.

Como et es solucién, sabemos que 1 es raiz del polinomio
caracteristico, por lo tanto la ecuacién debe ser de orden por lo
menos 1. La ecuacién y' — y = 0 es una ecuacién de primer orden
que satisface lo pedido.

Ejercicio

Construir una ecuacién diferencial lineal homogénea a coeficientes
constates de orden minimo que admita a te! por solucién.

Dado que tet es solucién, sabemos que 1 es raiz doble del
polinomio caracteristico, p(r) = (r — 1)?q(x) por lo tanto la
ecuacion debe ser de orden por lo menos 2.

La ecuacién y” — 2y + y = 0 es una ecuacidn de segundo orden

que satisface lo pedido.
28



Si entre las soluciones de una ecuacién homognea parecen sen(at)
y cos(at) asociamos a raices complejas.

Ejercicio

Construir una ecuacién diferencial lineal homogénea a coeficientes
constates de orden minimo que admita a sen(3t) por solucién.

El hecho de que sen(3t) = e%fsen(3t) sea solucién nos dice que el
polinomio caracteristico tiene raices complejas con parte imaginaria
3y parte real O:

p(r) = (r—(0+3i))(r—(0—-3i))g(x) = (r*> +9)q(x) por lo tanto
la ecuacién debe ser de orden por lo menos 2.

La ecuacién y” + 9y = 0 es una ecuacién de segundo orden que
satisface lo pedido.
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Respecto al problema de valores iniciales, para estas ecuaciones
vale un resultado similar al correspondiente a ecuaciones de primer
orden ya que a partir de la expresién de todas las soluciones de
una ecuacién de segundo orden homogénea, podemos concluir que
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Resultado Existe una unica solucion del problema
de valores iniciales

y"+a1y' +ay =0
y(to) = Yo
y'(to) = Z9

Si consideramos que una base de soluciones de la ecuacién
homogénea es ¢1 y ¢» y planteamos una solucién del problema de
valores iniciales como y = c1¢1 + co¢2, las constantes ¢y, ¢, deben
satisfacer

{ (g1 + 2¢2)(to) =y (9)
(C1§Z5,1 + ngblz)(to) =2
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Este sistema cuyas incégnitas son ¢; y ¢ siempre admite solucién
ya que el determinante de la matriz asociada es el wronskiano

Wo, 4 (t0)

que es no nulo por ser ¢1, @2 base del espacio nulo asociado al
operador diferencial.

Entonces existe tnica solucién del sistema: ¢ y ¢ con las que
podemos armar la tnica solucién del problema de valores iniciales.
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Ecuaciones homogéneas de orden superior

Para ecuaciones homogéneas de orden mayor a 2 podemos , asi
como lo hicimos para el caso de segundo orden, descomponemos el
operador expresandolo como composicién de operadores de menor
orden e ir resolviendo por etapas. Sin embargo vale un resultado
similar al caso de segundo orden que permite hallar una base del
espacio de soluciones a partir de las raices del polinomio
caracteristico
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Resultado Sea una ecuacidn del tipo,

YW+ an_ 1y a0y 4 ayy + agy =0,
cuyo polinomio caracteristico es

p(r)=r"+a, 1r" '+ -+ ayr+ag. Si r,---r. son las
raices (reales o complejas) de p, r; con multiplicidad
neN, m+"-+n=n:p(r)=(r—n)"--(r—r)ng,
el conjunto

{erlt’ terlt, e tnl—ler1t7 cee erkt7 terkt’ e tnk—lerkt} es
una base de soluciones de la ecuacion

4



Resolvamos algtin ejercicio
Ejercicio
Hallar todas las soluciones de y"”" — 3y” + 4y = 0.

El polinomio asociado es p(r) = r3 —3r> + 4 = (r — 2)*(r + 1)
cuyas raices son : 2 raiz doble y -1 raiz simple.

Por lo tanto una base del espacio de soluciones es

B = {e’*, te’,e7'} y todas las soluciones son de la forma

y(t) = Ae®t + Bte®t + Cet
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Ecuaciones no homogéneas

Ya aprendimos a resolver ecuaciones no homogéneas de primer
orden. Estudiaremos ahora el caso de orden mayor a 1.
Empezaremos por las ecuaciones de segundo orden.

Ecuaciones de segundo orden no homogéneas

Para resolver ecuaciones de segundo orden no homogéneas, del tipo
y'+ay +ay ="~ (10)

cuyo polinomio caracteristico es p(r) = (r — r1)(r — r2) pudiendo
ser r; y r reales complejas o n = .
planteamos la ecuacién a partir del operador diferencial D — \ld:

(D = nld)(D — r2ld)[y] = (D — n)[(D — r2ld)[y]] = f
llamando z = (D — ry/d)[y] resulta
(D—nld)[z]=f
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Sabemos encontrar z ya que z es la solucién de una ecuacién de
primer orden no homogénea

Z—nz="f

y la podemos describir como zg = z, + z.

Una base del espacio de soluciones de la ecuacién homogénea
asociada es {e"'} y para calcular una solucién particular
procedemos como lo hicimos anteriormente.

A partir de 2/ — r;z = p, reescrbiéndola como z/ — rnz = %e”t y
llamando g(t) = % resulta 2/ — nz = g(t)ent .

Buscamos entonces h de manera que ' = g y obtenemos una
solucién particular de la forma

z,(t) = h(t)e™"

Entonces
zg(t) = h(t)e"t + Ae!
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Para hallar la solucién de la ecuacién (10) recordamos que
(D — nld)]y] = z.

Nuevamente y; = y, + yp y sabemos que y, = Be™! resta
entonces calcular una y,.

La solucién y, satisface

y — ny =z = h(t)e"" + Ae"!

y podemos proceder como lo hicimos antes calculando m, una
rnt rnt

primitiva de % = h(t)e;,i;/\el = h(t)e(flffz)f + Aeln—n)t y
obtener

yp(t) = m(t)e""
Si r, # rp , una primitiva de serd de la forma
m(t) = I(t) + ﬁe(ﬂ_@t donde / es una primitiva de
h(t)eln=r)ty yo(t) = I(t)e™! 4+ A-ent.
Finalmente

vg = I(t)e™" + De"* + Ce™*
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Si = n, zg(t) = zp(t) + Ae* con z,(t) = g(t)e"* (g tal que

£(6) = 10 ) y resulta y(t) = yp(t) + Bert
Para calcular y, procedemos como siempre: y,(t) = m(t)e*, con
m'(t) = g(t) + A, es decir m(t) = I(t) + At.

Finalmente la solucién general resulta de la forma
ye(t) = s(t) + Ate"' + Be"?

Resumamos lo observado en el siguiente
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Resultado Todas las soluciones de
y" 4+ a1y’ + agy = f son de la forma yg(t) = y,(t) + yn

Resolvamos algtin ejercicio
Ejercicio
Resolver el problema de valores iniciales

y" =5y’ +6y = (t+1)et
y(0) = 0
y'(0) = 2

vamos a hallar la solucién general , y; = yp + yp, para luego
ajustar las condiciones iniciales.

Sabemos que para este caso p(r) =r? —5r+6=(r—2)(r—3)y
yh = Ae’t + Be3t.
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Para calcular una solucién particular , y,, planteamos
(D —21d)(D — 3Id)[y] = (t + 1)e*

(D —2Id)[z] = (t + 1)et, z=(D - 3Id)[y]

Resolviendo esta ecuacién para z resulta zg = z, + Ae?t y
z,(t) = g(t)e®t donde g es una primitiva para
(ttflt)et = (t+1)e*t, por ejemplo —te™t — 2e~ .

Entonces

76 = (—te7f —2e7H)e?t + Ae?t = —te! — 2et + Ae?t.

41



Para hallar y resolvemos
(D —3Id)[y] = —te' — 2e* + Ae?*

buscando nuevamente una solucién particular y las soluciones de la
ecuacién homogénea

ye(t) = yp(t) + Be3t

con yp(t) = h(t)e3 siendo h una primitiva de
7_tet_i§:+Aezt = (—t—2)e 2t + Ae™t, por ejemplo

_ 5 — — 5 —
Se2 4 2e72 — Ae~t de donde y, = Sef + 2ef — Ae™t
Resulta entonces

t b5
ve = et‘(E + Z) + CeZt + Be3t

Con este mismo procedimiento podemos hallar soluciones para
ecuaciones no homogéneas de mayor orden descomoniéndolas
como composicion de operadores disferenciales de menor orden
pero puede resultar bastante trabajoso. A continuacién vamos a
introducir otros métodos para hallar las soluciones.
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Ecuaciones no homogéneas de mayor orden

Con el procedimiento explicado anteriormente para las ecuaciones
de segundo orden podemos calcular soluciones particulares
descomponiendo en operador diferencial como composicién de
operadores de menor orden e ir resolviendo progresivamente las
ecuaciones que se obtienen. Sin embargo puede resultar muy largo
y engorroso.

Presentamos a continuacién otros métodos para calcular las

soluciones de ecuaciones diferenciales a coeficientes constantes no
homogéneas
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BMétodo del aniquilador

Este método saca ventaja de la posibilidad de calcular todas las
soluciones para el caso homogéneo.

(Adaptaremos en este caso la notacién que figura en los Ejercicios
231y 2.32)

Supongamos que la ecuacidn estd descripta por un operador

diferencial lineal L:
Liv)=w

y sea A otro operador diferencial lineal que satisface A(w) = 0.

Entonces
A(L(v)) =A(w) =0

es decir que v es solucién, es decir v € Nu(L), entonces
(AoL)v =0:ve Nu(AoL).
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Como (Ao L) también es un operador lineal conocemos una base
de soluciones de (Ao L)v = 0, es decir una base del Nu(Ao L).
Si (Ao L) es de orden n, sea B : {¢1,¢2, -+, ¢n} una base de
Nu(Ao L) y expresemos cualquier v € Nu(Ao L) como

v=ai¢1 + axpo + -+ apdp

En esta expresidn habrd términos que estén en el Nu(L) sean por
ejemplo los k primeros y el resto no:

v=(a1¢1+ axto + - + akdk) + (akt10k41 + - + andn)

Notemos que vy, = a1¢1 + axpo + - - - + axpk serd solucion de la
ecuacién homogénea asociada a la ecuacién original: L(v) = 0.
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Entonces si llamamos v, = ax41¢k+1 + - -+ + andn, tenemos
V=vh+ Vp

v satisface A(L(vp)) = 0 pero no sabemos si satisface

L(vp) = L(ak+1Pk+1 + - - - + andn) = w. Debemos entonces ajustar
los coeficientes de vp: ax11,- - ,a, de manera que se satisfaga
L(vp) = w obteniendo asi una solucién particular de la ecuacién no
homogénea original

L(v)=Lvh+vp) =0+ w

Es importante notar que para resolver una ecuacién con este
método debemos hallar el aniquilador A: un operador diferencial
lineal satisfaga Aw = 0.
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Resolvamos un ejercicio utilizando este procedimiento del
aniquilador.

Ejercicio
Resolver la ecuacién y” — 3y’ + 2y = t°.

En este caso es: L(y) = (D? — 3D + 2Id)(y) y elijamos A = D3:
D3(t?) = 0, entonces w = t> € Nul(A). El operador Ao L es
Ao L(y) =y® — 3y( ) +2y®) | su polinomio carcteristico es
p(r) = r® —3r* +2r2 y sus raices son : 0 raiz triple, 1y 2.

Por lo tanto una base de su n'ucleo es :{ %%, te%, t2e0, €2t et},
Entonces proponemos

y = a1€% + apte®t + a3t2e% + aze?t + aget
Notemos que aze®! 4 al estan en el niicleo de L para cualquier
valor de a4 y as, sea entonces y;, = aze?! + aze’.
Con los términos restantes construiremos una solucién particular y,
que debe verificar L(y,) = t°.
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Reemplazando obtenemos

(a1€% +arte®t +ast?e0t)” —3(a1 % +ar tet +ast?e0t) +2(a1 et +ar telt 4
y operando resulta

2a3—3(32+2t33)+2(al+tag—l—t2a3) =t?=2a3=1, —6az+2a =0.

de donde
2321/2, 22:3/2, 21:7/4

Finalmente la solucién particular es

T 31
Yp =4 Tt T

y la solucién general

7 3 1
ve(t) = yp(t)+yn(t) = Z+§t+§t2—|—a4e2t—|—a5et, Vas, a5 € R
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BMétodo de los coeficientes indeterminados

A partir del procedimiento explicado anteriormente, resume las
posibles y, seglin sea el término independientes de la ecuacién.
Resultado

Sea una ecuacién del tipo

Y+ an-1y D - ap oy 4t any + oy = £(1)

con polinomio caracteristico p(r) = r" + ap_1r" Y44 air+ ap.
En la siguiente tabla se exhiben el tipo de soluciones particulares
que admite la ecuacién seglin sea la f:

f Yp

polinomio grado m polinomio general grado m
eat Ceat

eat polinomio de grado n eat polinomio general de grado n

Ke?t cos(wt) Ce® cos(wt) + De sen(wt)
Ke® sen(wt) Ce?* cos(wt) + De?' sen(wt)
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En caso de que la y, que propone la tabla sea solucién de la
ecuacién homogénea asociada, sabemos que esta solucién estd
asociada a lguna raiz del polinomio caracteristico , sea r, con
multiplicidad n,. En ese caso debemos modificar la y, que aparece
en la tabla reemplazandola por t"y,,.

En el caso de ser f combinacién lineal de las funciones que
aparecen en la primera columna, se propone como y, una
combinacién lineal de las soluciones particulares propuestas en la
segunda columna.

Observemos que si bien por medio de este método podemos hallar

una y, de forma mds rdpida, NO podemos utilizarlo para cualquier
f, solamente cuando f es del tipo que aparece en la tabla.
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Resolvamos algln ejercicio utilizando este resultado:

Ejercicio
Calcular todas las soluciones de y” — 5y’ 4 6y = 4t 4 cos(t).

Las raices del polinomio caracteristico p(r) = r?> — 5r + 6 son
rn =2, rn = 3 y consecuentemente las soluciones de la ecuacién
homogénea asociada son

ya(t) = Cre?t + Cpet

Para hallar una solucién particular observamos la tabla anterior.
Siendo 2! solucién de la ecuacién homogénea proponemos para el
término 4e2! algo de la forma Kte?t.

Para es segundo término proponemos segun la tabla

Lcos(t) + Msen(t)
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Reemplazando
yp(t) = Kte®t + Lcos(t) + Msen(t)
en la ecuacién obtenemos

477710 10

Todas las soluciones de la ecuacién se pueden escribir como

1 1 1
ye(t) = —Ztezt + 1 cos(t) — 1—Osen(t) + G e*t + Get

Las constantes C; y G, se podran determinar en caso de tener que
ajustar valores de la funcién y/o su derivada en algutin punto.
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BMétodo de variacion de las constantes
Lo expondremos para el caso de ecuaciones de segundo orden.

Se busca una solucién particular de la ecuacién
y'(t) + ary/(t) + aoy(t) = f(t)

de la forma
Yp = al(t)oi(t) + c2(t)d2(t)

donde ¢1(t), ¢2(t) son una base de soluciones de la ecuacién
homogénea (que sabemos calcular) y los coeficientes ¢;(t), c2(t)
son funciones a determinar a partir del sistema

{ Ci¢1+Cé(Z52 =0 (11)
adr+ady =f
Este sistema cuyas incégnitas son cj(t) y c5(t) siempre admite
solucién ya que el determinante de la matriz asociada es el
wronskiano: Wy, 4,(t) que es no nulo por ser ¢1, ¢ base del
espacio nulo asociado al operador diferencial.
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Resolverlo significa hallar ¢] y ¢}, funciones que luego deberemos
integrar para hallar ¢; y ¢ y a partir de ellas construir

Yp = C1¢1 + 2.

Probemos que si ¢, ¢, son soluciones de (11), entonces
c1(t)o1(t) + c2(t)p2(t) es una solucién de la ecuacién
y'(t) + ary'(t) + aoy(t) = f(t).

Observemos que a partir de la primera ecuacién del sistema
derivando obtenemos

cip1 + P2 = 0= ¢ ¢1 + c1¢1 + b2 + dp = 0
Reemplazando y,, en la ecuacién resulta (omitimos la variable t)
Yptaryptaoyp = (cidrt+cag2)’+ai(cidi+caga) +ao(c1¢1+cad) =

= ] P14 P+ P+ ¢ o+ o+l dhtCadr+ar(clPrtcr ) +Ch
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Reordemos la expresién anterior
(el brt+ecrdh+c) potcrdh)+ardl +c1 ¢y +adh+cads+ar(crdrt+crde)+ar

= 0+c1 (7 +ard1+aod1)+ca(Pr+ardr+aoda)+c1d1+cr¢p = 0+cr,0+c;

Este método nos permite hallar una solucién particular.
La solucién general se completara calculando las soluciones de la
ecuacién homogénea asociada.

Observemos que este método no tiene restricciones acerca de la f

como pasaba con el método anterior. Siempre que podamos
resolver el sistema (11) podremos hallar un y,.
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Resolvamos un egjercicio utilizando este procedimiento.

Ejercicio
Hallar todas las soluciones de la ecuacidn

y"(t) = 5y/(t) + 6y(t) =t

Las soluciones de la ecuacién homogénea asociada son :
#1(x) = €%, ¢a(x) = €3 por lo que el sistema (11) resulta

cje?t + chedt
ci2e?t + c53e3t =t

de donde resulta (segunda fila-2 primera fila) ¢, = te~3t.
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_ _l,.-3t_ 1.3t
Integrando IIegamos a c2(1..“) = —3te™>t — ge™°"
Como de la primera ecuacién sabemos que
TR, 3t/ .2t _ —2t
ci(t) = —ch(t)e’t /et = —te =L,
Integrando llegamos a

t _ 1
Cl(t):—ie 2t_Ze 2t
Una solucién particular de la ecuacion es
Yolt) = () +ea(t)e® = — — 7 — 2 =2

La solucién general de la ecuacién es entonces

1
ye(t) = —gt — 3—2 + Ae®t + B’ VA, B € R
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