Producto Interno

Introduccion




Definicion

Un producto interno en un K-espacio vectorial es una funcion {-,-) : ¥ = W — K que cumple los
signientes axiomas:

1. Paracada Ac K vz, 9y, 2 € V!

(a) {z+y 2y =(z,2) +{y, 2)
(b) {Az.y) = Ax.y)

2. iIay} — ﬂ?,ﬁ -1::'

3. (ryx) > 0six#y




Observaciones

. Cnando E = R se dice que (V, {+,+}) es un espacio euclideo real v cuando X = T se dice

que (¥, (-,+}) es un espacio euclideo complejo.

El axioma 3 necesita una aclaracion cuando el cuerpo de escalares es complejo: el axioma
2 implica que (r,r} = (r,xz) v por lo tanto el escalar (r,z) es un mimero real vy tiene
sentido decir que es mayor que cero.

El axioma 1. (b) nos indica como proceder cuando el escalar esta a la izquierda pero no a
la derecha; entonces, si éste es el caso: {z, Ay} = (Ay.x) = Ay, z) =X {y,z) =X (z,9).

Yo e Wi {0y, x) = {Ogx, r) = Ogl{r, r} = 0. De esta observacion v del axioma 3, resulta
que Yr € W@ (r,x) =0 & x = (y.



Ejemplo

(-,) : K" xK" — K definido por: (z,y) = y*z, donde y* = y7 se llama producto interno candnico
en K",

l. Paracada Ae K y x,y,z € K":

(a) {z +y, z) por definicion del producto interno
="z +y) = 2T (x + y) por propiedades del producto de matrices
= Tr+ 2Ty = 2w+ 2y = (v,2) + (y,2)

(b) {Ax,y) por definicion del producto interno
=y (Ax) por propiedad del producto de escalar por matriz

— T (Az) = MyTx = Ay*x por definicién del producto interno
= Az, y)

2. Para cada A € K" (z,y) = y*x por definicién del producto interno; y como el producto
interno es un escalar:
= (y*:r)T =T (y*]T = 27y por propiedades del producto de matrices y de la conjugacion




4. Para cada x € K" {x,2) = (x,r). Por lo tanto, (x,x}) € B v, por definicion del producto
interno, {r,r; = Tr =71y = 1|2+ - |x,]? = 0 si @ # Oga (recordar que el madulo de
un nimero complejo es un mimero real positivo si dicho nmimero no es el g.).
SiKE=R:{z.x)=zTx=a34+ 22 > 0siz # Ogn

Por ejemplo, sean V = C? y los vectores

(w,y) = (~2 3+1) (_12+_ii) — 37

)= (=i =249 (%) =3+ 7 =Ty

—1




Ejemplo

SiV=R 2= (2 IE}T, y={n yg]T tal que {x,y) = xyy; no es un producto interno porque
six=(0 IQ}T} con xg 7 ) se tiene que (z,r) = 0.0 =0y x # Oge.




El producto interno canonico en otros
espacios vectoriales

Otros productos internos en diversos espacios vectoriales:
En B, [z] K =R:
1
(P q) =fﬂ p(t)g(t)dt, ¥p,q € Ry [x]
En K™*™:

(A, B) = tr(B"A), ¥A,BeK™r




La matriz del producto interno

Dado un K-espacio vectorial ¥ de dimension finita n v B = {vi,ve, -+ vy} la matriz de Gram,
denotada (g, tal que
(v {vva) oo (V1 Un)

(va, v} (va,vap o0 (v2, 1)
g = ) : .

{Un,v1) {vp.va) oo (Un,tn)

determina univocamente el producto interno {-,+) en una base de ¥V y se la llama matriz del
producto interno (-, -} en la base B,




Dados dos vectores u, v € W, si sus respectivos vectores de coordenadas en la base B son [ug

v [v]g es posible calenlar el producto interno entre u y v empleando la matriz de Gram de la
slguiente manera:

{u,v) = [u]f Gg [l

i f— L ; i = L [y B '
En efecto, siu =3, oyv;, v = ijl_.‘ﬁ'_?vj:

it
() = Z o, 0 ) = (v + 0 4 Qptp, U) =

=1 axioma 1{a)

= (v, v) + oo 4 (o, v} =
axioma 1{b)

=y {m,v) + -+ ap g, v) =



It i
= v <1r1= Zﬁj“;> + 4o <va.-"5ij.f> =
1=1

i=1

= ':?-rl 3 .ﬁllrl + .-'?2'”2 +-- 4+ .ﬂnvn} +--+ ﬂ]‘t{“ﬁﬁ .{311"1 + .521'-"2 +- 4 ﬂn“n} —

= 1 {{T"lh?"l}E'F dhe o ':'”1: UH}B:} +tan {{vﬁai"l::'-HI_F g o r;1'-"1'“ UH}E;} -

"{“1:.“1:' {“151}?} ':?-rl:”n::' —.5.—
1
{va, w1} {vz,v2) -+ (v2,Un)
= [{'El aaw ﬂ-n . ) , E
A
(tn, 1} (tn,v2) o {Un, Un) .

=t G Tv g = ﬁ Gp [ulp=[vk Gg |ulg




Propiedades de la matriz de un producto interno

1. Si G es la matriz de un producto interno, entonces Gy; = G4, ¥i, j. . es decir, (7 es
0 1

hermitica. Sin embargo esta condicion no es suficiente. Por ejemplo, (1 1) o puede ser

la matriz del producto interno en ninguna base, ya que si v es el primer elemento de la

base, seria (v, v) = ().

2. La expresion (u,v) = u?' GT define un producto interno en K™ si v sélo si la matriz & es
hermitica v definida positiva, es decir, Yu € K™ : u? GU = 0, si u # Ogn.

1 08
Por ejemplo, si G = (Cﬂ?l{ﬁ'} ma'l[ }) ccon # € (0,7) se enmple que Yo = (x1 x2) € R? :

1 coslf)
T — 2 . 2 :
T (cas () ! ) r = x7 4+ 2ryrecos(f) + x5 completando cuadrados:

= (1 + xoc0s(8))* + 23 (1- msﬂ[ﬁ']] = 0; y como G es simétrica, la expresién (z,y) = 27 Gy
- iy -

-

>0, z#lza >0, 0<lam, T#02
define un producto interno en E2.



3. Cada elemento de la diagonal principal es positivo por el axioma 3 del producto interno:
(vi,vi) = 0y (v, 1) =04 v, =0y v vy # Oy por ser parte de una base,

4. La matriz del producto interno es regular.

Verificamos las propiedades con otro ejemplo: sea W = |, [z], el producto interno
pg) = fﬂl plr)g(x)dr v la base B = {1, x}. Calculamos la matriz del producto interno en la
base B:

1 1
1
{l,l}=/ dr = x| = 1: {l,r}=/ rdr = EIE

i 0

1 1
1 1 .
= r,a) = / dr =~
0 2 0 3

1
1] 3
1

Luego (G g = (l ?) , que verifica GE =G, det (Gg) = TI‘I = ) v los elementos de la diagonal

2 3
principal son positivos.



Norma inducida por un producto interno

Todo espacio enclideo % se convierte en un espacio normado si se define una funcion, denominada
norma inducide por el producto interno, tal que

|- sV =B - ||z]| = /{z,z), Ve e ¥

Por ejemplo, sea W = E,[z] v el producto interno (p,q) = fnl plr)g(x)der. Calculamos la norma
del vector p(x) =

1
|z||* = (x, ) =/ p2dr = Lgd
0 3

V3

Luego ||z|| = %&-.




Propiedades de la norma

L Vae K VzeV: |lax| = |af|]

Demostracion. En base a los axiomas de producto interno v la definicion de norma:

loz|* = (ax, ax) = adfr,z) = |of*(z, ) = |o]?||z]* & [laz| = |a]||z]

2. ¥VreW:i|z[|Zz0A|z|| =0 x=0

Demostracion.

|z|| = /{z,x} = 0siysélosiz# Oy
y o el =iz = Vv, 00} = V0 =0 =0y




3. Designaldad de Canchy-Schwarz: W,y € W [z, y)| < [|z]|||w|

{Ly}i
(v, )

Demostracion. Sean y £ Oy, v el vector = —

v calculemos el cuadrado de su normas

o< e G| = (- fue- ) -

(0 = Graytod) = G0 0) + AL 0) =
= el - o) = ) + () =
—pafp - EM gy Vg B,

|2 |1 JII‘* 1 !“2




ohservar que los dos iltimos términos tienen signos opuestos:

— |lp]|2 — W, y) T

finalmente:

T,y —
0< ||z - ﬁ{l‘:y} & [lPlyI? < T g e y) ©

< |lzlllyll = 1z, y)]

Sty = Oy la designaldad se cumple: |{z, Oy} < ||x|]||Ox| =0




4. Desigualdad triangular: v,y € ¥V ||z £y < ||z|| + ||yl

Dﬂmﬂﬂtrﬂgiﬁﬂ—llxgﬂ: y|* = (xty,x ilg;}‘ = [le|?* + (=, u) £ (y,2) + [ly]* = =] £ (=, y)
s )+ |yll” = llz]]” £ 2Relz, y) + (vl

como se trata de niimeros reales: Re(x, v} < [{x y)| < ||=]| v/l

; ; 2
Entonces, [z £ y||2 < [|l2]2 + 2ll/lllyll + ly]2 = (l2I] + w])* & llz £ y]| < ] + Iyl




1. Para una norma dada || - || en un espacio vectorial ¥, existe un producto interno en %, tal
que {v,v) = ||v||, si v s6lo si se cumple la identidad del paralelogramo

v+ flu = vl* = 2l + 2[|v]?

Geométricamente significa gue en un paralelogramo la suma de los cunadrados de las lon-
gitudes de las diagonales es igual al doble de la suma de los cuadrados de las longitudes

de los lados.
,,,,,,, 4
aty,
2o
u-v
u
-2 -1 0 1 2 3 4 5




2. Si ¥V es un E-espacio vectorial en el cual la norma || - || satisface la identidad del paralelo-
gramo se cumple que la funcion

1 4 3
{u, v} = 1 (Il +v]|" = [Ju = v[%)
es un producto interno en V, tal que (v, v) = ||1r||?. La identidad se deduce de la siguiente
IMANera:
||u - 'i_r”2 — I:'LL -+ v, u + T.-':l = “H”2 -} 2{“’1 T-'I.I:' + ||1_r||2 {I:I
Ju=vl? = (u=v,u—v)=[ul® = 20u,v) + ||| (2

Restando (2) de (1) se obtiene que ||u + v||* = ||u — v||* = 4{u, v).
Este resultado, llamado forma polar de {u, v) muestra que el producto interno puede
obtenerse a partir de la norma. Lo ilustramos con un ejemplo:




Hallar un producto interno en B? tal que el tridngulo de vértices (0,0),(1,0),(0,1) sea
equilatero.
Llamemos u = (1 [}]T yvu=(0 l]T. Entonces u + v = (1 l]T yu—v=(1 -1)

T

Si debe ser, segiin vemos en la figura, ||u — v|| = ||[u|| = ||v|| para que el
triangulo sea equilatero, reemplazamos estas condiciones en la expresion

de la ley del paralelogramao:

2 2 2 2 2 2
o+l + lu = vlf? = 2ull® + 200  u+ o]? = 3]u]

Reemplazando ahora en la identidad de polarizacion:

lu+ wf* = [lu = o = 4w, v} 2ul* = 4(u, v)

es decir, el producto interno debe verificar: {u, u) = 2{u, v}




Segiin la matriz del producto interno en la base candmica de B2:

e = ({2 (00)

(o, vy (v

. . T T .
siendo, en este ejemplo, u = {1 []I] VU= {[l 1] entonces, un producto interno que
verifica es:

2 1
{u, v} = ul (1 2) v, Wu,ve R

En efecto: ||ul]® = (i, u) =2 = ||ul| = ||v] = v2
lv|]? = (v, 0) =2 = |jv]| = V2
lu—v|P={u—vu—v)=2= ||lu—v| =2




3. 51 W es un C-espacio vectorial en el cual la norma || - || satisface la identidad del paralelo-
gramo se cumple gue la funcion

1 . .
(o) = 7 (lle+v|* = |l = v|* +ifJu + iv]|* = i]Ju - iv]|?)
es un producto interno en ¥, tal que (v, v} = ||v[|?. La identidad se deduce de la signiente
IALETA:
|u+v][? = (u4v,u4v)=||ul*+2 Relu,v)+ v (3)
|u—v|* = (u—v,u—v)=]|ul? -2 Refu,v)+ ||v|> (4)

Restando {4) de (3) se obtiene que

I+ w)|* = [lu = v|* = 4 Re{u, v) (5)




Del mismo modo:

Ju+iv)* = {(u+iv,u+iv) = ||ul* + 2 Im{u, v) + ||v|* (6)
Ju—iv|* = {(u-—iv,u—iv)=|ul* -2 Im{u,v) + ||v|* (7)

multiplicando ambos miembros de (6) v (7) por i v restando estas expresiones resulta:

if|u+iv)|* —illu —iw|* = 4i Im{u,v) (8)

sumando las expresiones (5} v (8):
lu+v|? = ||lu—v|* +iu+iv|* —i|u—iv]* = 4 Re{uw,v)+ 4i Im{u, v} = 4{u,v)

es decir:

(u,v) = < (Jlu+ v flu— vl)

I



Angulo entre vectores

Sean x e y dos vectores no mlos en un espacio enclideo real. Por la designaldad de Cauchy-

Schwarz:
RENTH I T
—lzllyll < {x, ¥} < |||y
L1 WY
]|l
Entonces

cusl{ﬂ}dzer . ) <
IERIR -




. ) . 1
Por ejemplo., caleulemos el angulo entre las matrices 4 = (

interno definido en E**? por: {X,Y) = tr (Y7.X)

(A, B) = tr (BT A) =tr((; {1}) ([l] E) _— ([l] E) —1
{A,A}ztr[ATA}=tr(([l} 2) ({1} E)
(B, B) = tr (BT B) =tr(({l} {l]) G 3) = tr G"; ::) —9

_ A B)

cos(f) = D<&<m

AN B

(: g) con el producto



Ortogonalidad de vectores

En un espacio euclideo dos vectores son ortogonales si el producto interno entre ellos es igual a
CETO,

Por ejemplo, sea ¥ = B [z] ¥ el producto interno {p, g} = Lf plxr)g(x)dr;

los vectores p(x) = 1,g(x) = x — 1 son ortogonales porgue

{1,:;:_1;.=f (x = 1)der = —a® —x| =0
0 . 0




Observaciones

1. 5i x es ortogonal a y para x # (by, y # (ly entonces § = 3.

2. Si el conjunto x, y es linealmente dependiente en % entonces # =0 v & = .

3. (z.y) = |2/l lyllcos(6).




Conjunto ortogonal de vectores

Un subconjunto A de un K-espacio enclideo ¥ es un conjunto ortogonal si {x;, r;) = () para todo
par de elementos ry, x; de A, con i # J.

Un conjunto ortogonal se llama ortonormal si cada uno de sus elementos tiene norma 1:
|zi|| = 1. ¥x; € A

Observacion: El elemento (b s ortogonal a todo elemento de %, Asimismo es el inico elemento
ortogonal a 51 mismo.

Ejemplos:

1. Las bases candmicas de B" 6 C" son conjuntos ortonormales con sus respectivos productos
internos canonicos,

2. En R,[z], la base candnica {1, z} no es un conjunto ortogonal con el producto interno

\p.q) = fnlj?[I}q[I}dI:

En efecto: .

1
=—#0
ﬂ E

' 1
(1, x) =/ rdr = —a*
0 2




¢COmo construir un conjunto ortogonal de vectores?

Sea W un K-espacio euclideo v B = {v, v5} una base de ¥. Queremos hallar, a partir de B, una
hase ortogonal B’ = {w, un}, de modo que wy sea ortogonal a w, con el producto interno dado.

A partir del vector vy queremos un vector 1y = avy de modo que sea ortogonal a we = va — oy
segiin el grafico adjunto. Entonces (v —awq, v1) = (0. Aplicando propiedades del producto interno
resulta: {ve, ) — ey, 1v) = . Luego:

(v2, V1)
(v, v)

iy =

{U21 1"1::'

e o
YT T o)

‘|

(tra, 1}
(g, 0}

wa = o — ™




Observar que si 8 € (0, 7/2)

Ei """"""""""""""""" 19
wWa :
1 i Awalf = {lvzilsen(d)
-t
-1 ] 1 2 3 4 3] G
- ]| = [vaf|cos(8)




