Algebra Il FIUBA 2020



Recordemos algunas definiciones

Trabajaremos en un espacio vectorial V' sobre R o C con
producto interno (-,-)y
norma definida a partir de ese producto interno :

vl = V{v,v), veV

Una base ortonormal de un subespacio es una base cuyos
elementos son ortogonales entre si y tienen norma 1 .

B:{Vlavla"'vvm}

<VI'7VJ'>:0a VI#J ||Vl'H:17 VI:1a>m



Recordemos el
Teorema de Pitagoras : Si v L w, es decir (v, w) = 0, entonces

lv + wlf? = [[vI[* + [[w]]?

Entonces si v es combinacién lineal de vectores ortogonales
Vi,V2, ** , Vi, la norma de v = > a;v; resultard

m
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Mas aln, si los vectores tienen norma 1

Iv]2= I3, aivil|?> =37, |ai|? y la norma de v puede
calcularse sumando los cuadrados de sus coeficientes en la base
ortonormal.

También conocemos una férmula para calcular la proyeccién
ortogonal Ps(v) cuando conocemos una base ortogonal de S.



Resulta entonces muy conveniente tener una base ortonormal del
espacio, o del subespacio donde vive un vector v cuya norma
queremos calcular.

Ejemplo
Sea V =R3, S = gen{(1,1,1),(1,2,0)}, claramente S est4
descripto a partir de una base que no es ortogonal (ni ortonormal),

Podriamos hallar otra base de S que sea ortonormal ?
Empecemos por hallar una base ortogonal de S, después

dividiremos los vectores por su norma y tendremos una base
ortonormal.



Sean vy = (1,1,1) y v» = (1,2,0).

Construyamos una base ortogonal de S, {vi, 2}, y luego si los
vectores no resultan de norma 1 podemos dividirlos por su norma:

Elijamos vi = (1,1,1) y hallemos un vector v, de manera que
V> L viy gen{vi, 2} =S

Observemos que v € S de manera que Vb = c1Vi + G vs.
Como queremos que Vi y V> generen el mismo subespacio S, ¢ no
puede ser nulo y como ademdas v» L vi, resulta

(Vo, i) = (c1vi + covo, V1)

=ca(vi, 1) + (v, Vi) =0



Tenemos entonces que
ci||Vi]|® + ca{va, i) = 0

Elijamos por ejemplo c; =1 y despejemos

= — ﬂ‘ﬁé“/‘? = —% = —1 Entonces resulta

‘71 = (1a 1a 1)7 ‘72 = V2 — \71 = (07 1’_1)

Para que esta nueva base resulte ortonormal dividimos los vectores
por sus normas



Podriamos utilizar este método para construir, a partir de una base
finita , una base ortonormal con todas las ventajas que ya
comentamos que tienen las BON.

Ese procedimiento se llama Método de Ortogonalizacién de
Gram Schmidt.
A continuacién lo presentamos.



Método de Ortogonalizacion de Gram Schmidt

Sea V un espacio con producto interno (,) y B = {vi, v, -+ , v}
un conjunto linealmente de V.

Vamos a construir de manera recursiva, un conjunto ortogonal
B ={wi,wy, -+, wpn} que satisfacera

gen{vla Vo, 7Vk} = gen{W17 Wo, - 7Wk}7 k = 17m

Finalmente dividiremos los vectores por sus norma para obtener
una base ortonormal.



Elijamos wy = v;.
Ciertamente se satisface gen{v1} = gen{w }

Para elegir wy tengamos en cuenta que debe ser

gen{vi, vo} = gen{wy, wy} (1)

por lo tanto wy serd de la forma wy = c1vi + o ws.
Como ademds debe ser ortogonal a wy, obtenemos

(wo, w1) = (c1vi + v, v1) =0



Notemos que no puede ser ¢ = 0 ya que en ese caso no valdria

1), entonces si elegimos ¢ = 1 podemos despejar ¢; = —<V2’V12>
flvalll
y obtener
(v2, 1) (v2, v1)
W =W———— V] =WW— ———wW
[Ivall|? [Jvall|?

Este vector wy satisface todo lo pedido.
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Con este mismo procedimiento podemos construir ws, - -+ , Wy.
Supogamos que lo hemos hecho .

Es decir que tenemos vectores ortogonales wy, - - - , wy tales que

gen{Vh Vo, - 7Vk} = gen{W17 Wo,: - 7Wk}

Cémo construiriamos w17
wi+1 debe satisfacer

<Wk+17VVj>:O7 J:177k

gen{vi,va, -+, V1) = gen{wy, wo, -, Wiky1}
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A partir de la construccién que ya hicimos para w, proponemos
<Vk+17 WJ>
Wi+1 = Vk+1 — E W (2)

Los productos internos con los otros elementos de la base resultan
para i < k

(Wkt1, wi)
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Como (w;, wj) = 0 cuando i # j resulta

(Wi 1, wi) = (Vieg1, wj) —

Ya hemos visto qu se satisface la condicién de ortogonalidad.
Nos faltaria ver que

gen{vi,vo, -+, Vi, Vkp1} = gen{wiy, wo, - -+ , Wk, Wk+1}

Esta condicién se satisface ya que,
gen{vi, v, -+, v} = gen{wi, wa, -+ ,wx} y por la construccién
que realizamos, Wiy1 = Vky1 — ) GWj.
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{Wla Wwo, - - an}

es el conjunto ortogonal que buscdbamos.

Para obtener un conjunto ortonormal que genere el mismo espacio,
basta simplemente con dividir cada vector w; por su normay

obtener z; = i~
[[w;ll
El conjunto {z1,2s,--- ,zm} es un conjunto ortonormal de vectores
que satisface
gen{zl)227 e 7Zm} — gen{vl, Vo, -, Vm}
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Ejemplo

Dada B = {(1,0,1),(—1,1,—-1),(2,2,0)} construyamos a partir
de ella una base ortonomal de R? utilizando el método de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt.

Consideraremos el producto interno candnico.

Utilizando la notacién anterior

vi = (1,0,1), vo = (=3,1,-1), vz = (2,2,1)
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Entonces
Wy = vy = (1,0,1)

Para hallar wy planteamos wy = covo + cywa, elegimos ¢ =1y
pedimos wy 1 wp de donde resulta

—4
w = (=3,1,-1) = —(1,0,1)

Entonces wo = v» + 2wy = (—3,1,—-1) +2(1,0,1) = (—1,1,1)

wy = (—1,1,1)
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Para calcular ws planteamos

(3, m) (v3, w2)

w1 — |

wp = (27 27 1)_
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La base obtenida
55
1,0,1),(-1,1,1), (=, =, —=
{(7 9 )7( 9+ )7(6737 6)}
es ortogonal pero no es ortonormal.

Si dividimos cada vector por su norma obtenemos la base
ortonormal
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Observacion
El método de ortogonalizacién se puede aplicar a conjuntos de m
vectores linealmente independientes en un espacio de dimensién n
(n>m).
No es necesario que el conjunto inicial sea una base del espacio,
como sucedid en el primer ejemplo que desarrollamos.
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Descomposicion QR

Escribamos una vez mds la relacién entre v; y w; a partir de la
construccién que propone el método de ortogonalizaciéon de Gram
Schmidt.

Wi =wvp

Wy = vp — ai1owm

W3 = V3 — ai3wi — axszwe

Wi = Vg —ai kWi —ag Wz - — aj_1 kWj—1

Wm=Vm —adimWi —amwW2 — -+ —dm-1,mWm-1
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Si en lugar de w; despejamos v; en cada ecuacién obtnemos
vy = wy

Vo = aiowi + wo
V3 = a;3wi + ax3we + wj

Vik = a1 W1 — az Wo -+ — a@j—1 kWj—1 + Wy

Vm = aimw1 + a2, mW2 + -+ am—1,mWm—-1 + Wn

Esta relacion puede escribirse matricialmente
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Sea A € R™™ |a matriz cuyas columnas son los vectores v;

A:[V1V2"'Vm]:[W1W2"'Wm]
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Si llamamos S € R™*™ a la matriz triangular superior

[1 a12 a13 -+ aim|
0 1 a3 - am
s=10 0 1 - a3
0o 0 0 - 1]

y P € R™™ a la matriz cuyas columnas son los vectores w; (que

son ortogonales), hemos obtenido una descomposicién de A como
A= PS.

Si dividimos cada columna de P por su norma obtenemos una
matriz cuyas columnas son ortogonales y unitarias

Q=1[q1q2 - qn) =
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Para mantener la descomposicién anterior debemos alterar S

multiplicando la fila j por ||wj]|

[[lwal
0

R=1| 0

a1 2|/wi|

[[wa
0

13w |
az3|[wa|
[|wsl|
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La descomposicion de A resulta entonces
A= QR

donde @ es una matriz de columnas ortogonales y unitarias
QTR =1Id y R es una matriz triangular superior con elementos
positivos en su diagonal.

Observacion

Asi como sucediera con el método de otogonalizacién, la
descomposicidon @R, se puede aplicar a conjuntos de m vectores
linealmente independientes en un espacio de dimensién n (n > m),
es decir a matrices A € R™™ de rango m. No es necesario que el
conjunto inicial sea una base del espacio.
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Resultado

Si A€ R"™™ con rg(A) = m (es decir que sus columnas son
linealmente independientes) exiten matrices Q que satisface
Q"Q = Id y R triangular superior con elementos positivos en
su diagonal, que satisfacen

A= QR

Observacion
Si A€ C™"™ |la matriz Q de la desomposicién es unitaria ,

decir Q7TQ = /d.
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Por qué seria util o conveniente poder expresar una matriz de esta
forma?

Supongamos que queremos encontrar una solucién de Ax = b por
cuadrados minimos

ATAx=ATb=RTQ"QRx=ATb =
=RTRx=RTQ"hb=Rx=Q"b

esta Ultima ecuacidn es facil de resolver ya que R es una matriz
triangular.
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Ejemplo

Retomemos el ejemplo anterior y hallemos la descomposicion QR
de la matriz cuyas columnas son los vectores vy, vo, v3.
Habiendo hallado, por medio de la ortogonalizaciéon de Gram

Schmidt
Wi =w

Wy = vo + 2w
3 1

W3:V3—§W1—§W2

y despejando los vectores vi, v y v3, resulta
Vi=Ww
Vo = Wp — 2W1

V3:W3—|—§W1—|—§W2
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Entonces

1 -1 % 1 -2 32
A=[rvo -v]=PS=10 1 2|0 1 3
1 1 =2]|0 0 1

Para obtener la descomposiciéon QR de A, debemos dividir por la
norma de w; la i.ésima columna de P y, consistentemente,
multiplicar la i-ésima fila d S por ese mismo valor.

Como [|w1] = V2, [wzll = V3, ||W3H:\/¥ i

obtenemos ) . )
V2 V3 ?

Q=10 1 V6

1w

V2 V3 NG
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