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Estudiaremos sistemas de ecuaciones difereciales lineales a

coeficientes constantes de la forma

yi = auyi+any2+--+anys
Yo = anyir+any2+---+auys
yr/1 = apy1r+ amy2+ -+ annyn
Las funciones y1(t), y2(t),- -, ya(t) son las incégnitas que

consideraremos funciones derivables en algtin intervalo / C Ry los

coeficientes de las ecuaciones aj; son constantes.
Si llamamos

yi(t) yi(t) ain an
Y(t) = }/2:(t) oY) = Y§.(t) oA 2 a2
yn(t) yn(t) dnl  an2

podemos escribir el sistema en forma matricial
Y' =AY, A c R"™"
2

dln
az2n

ann



El sistema de 2x2

{ i = Sn-6y
Yo = 3y1 — 4y
se escribe como

R



Ejemplo 2

La ecuacién lineal de segundo orden y” — y’ — 2y = 0 puede
pensarse como un sistema lineal de 2x2.

Efectivamente, llamando y; =y, y» = y/, resulta

vy =y" =y 42y = y» + 2y1, entonces tenemos el siguiente
sistema

w o=y
Yo = 2y1+y
que matricialmente se escribe como

e - ol



Buscaremos soluciones de ecuaciones del tipo Y/ = AY, es
decir funciones definidas en un intervalo / C R

Y(t) = (ya(t), -+, ya(2))
yi:l—-R o yi:l—C
derivables en /.
En el caso de problemas de valores iniciales buscamos una

solucién que verifique ademas la condicién inicial que esta dada en
to el

{ Y'(t) = AY(t)
Y(t()) = Yo



Para un sistema del tipo Y’ = AY, que es homogéneo ,
Y"— AY =0, la funcién nula,Y(t) = 0, es siempre solucién.
Pero cdmo son todas las soluciones del sistema?

Resultado 1
Si v es autovetor de A de autovalor )\, entonces Y (t) = velt es
solucién de Y = AY.

Para probar esta afirmacién simplemente derivamos Y(t) = ve’t

Y'(t) = Ave’ = Ave’t = AY



Si volvemos al Ejemplo 1, los autovales de A y sus
correspondientes autovectores son :

A= B :2] vi=(L1D), A =-1,vn=(21), =2

En este caso sabemos que Yi(t) = E] ety Ya(t) = [ﬂ et son

dos soluciones de la ecuacién.

Ademas , como la euacién es lineal, cualquier combinacién de ellas
también sera solucién:

Y(t) = Yl(t) —+ G Yz(t),VCl, (o)}



Observacion
1 2 . .
Yi(t) = 1 ety Yo(t) = [J et son soluciones linealmente

independientes.

Para verlo propongamos una combinacién lineal de ellas e
igualemos a cero

1 2
aYi(t) + BYa(t) = « M e '+ 5 M et =0
entonces resulta av; + Bvo = 0 y dado que vi y v» son linealmente
independientes (por ser autovectores asociados a autovalores
distintos) resulta a = = 0.

Notar que para demostrarlo solamente usamos la independencia
lineal de vy y v, por lo tanto podemos generalizar este resultado



Resultado 2
Sean v; son autovectores de A de autovalor \;.
Si A\c # )\, entonces = e*ty, y ey, son soluciones linealmente

independientes de Y/ = AY.



A partir de este resultado conocemos algunas soluciones de la
ecuacién pero alin tenemos pendiente averiguar cémo son todas las
soluciones.

Aceptaremos el siguiente resultado:

Resultado 3
El espacio de soluciones de Y’ = AY, A € R"" es un subespacio
de CY(/,C") de dimensién n.

Volviendo al Ejemplo 1, donde n = 2, como conocemos dos
soluciones linealmente independientes, conocemos una base del
espacio de soluciones y podemos afirmar que todas las soluciones
son de la forma

Y(t)=aYi(t)+ aYo(t)=a m e '+ m e’t

Notemos que para resolver un PVI podriamos elegir c1 y c.
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Entonces, a partir del Resultado 3, si tenemos una base de
autovectores de A, es decir si A es diagonalizable, tendremos n
soluciones linealmente independientes de Y/ = AY

Resultado 4

Sea A una matriz de n x n diagonalizable y sea {vq,v2,--v,} una
base C" formada por autovectores de A asociados a los autovalores
A, A2 A,

Entonces {vieMt, vyt ... v,e*t } es una base de soluciones
de Y/ = AY.

En lo que sigue construiremos las soluciones de los sistemas segtin
las caracteristicas de A € R?*2 0 A ¢ R3*3
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Caso A diagonal

Cuando A es una matriz diagonal

-311 0 e 0
0 doo 0
A=
| 0 0 ann

sus autovalores son los elementos de la diagonal \; = aj; y el
autovector correspondiente v;, es el i-ésimo vector de la base
candnica: v; = ¢;.

Notemos que el sistema Y’ = AY es fcil de resolver ya que cada
ecuacidén estad desacoplda:

yi(t) = aiiy(t) = yi(t) = c;e?t
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Entonces la solucién

yi(t) cre®t
anxt
ya(t) ce
Y=|""|= _ = ceMle 4 pe®2ley + - 4 cre?mte,
yn(t) cpe?mt

es combinacién lineal de v;jeMt.

En este caso hemos podido resolver el sistema en forma sencilla
porque A es una matriz diagonal.

Notemos que hemos encontrado la solucién general como
combinacién lineal de n soluciones linealmente independientes
construidas a partir de los autovectores y autovalores de A, es decir
hemos hallado una base de soluciones de la ecuacién Y’ = AY:

At Aot Ant
{eMter, eMtey, -+ jeMtey}
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Ejemplo 3

0 2

auvovectores vl = e; y vo» = ey, entonces la base de soluciones de
Y' = AY es

Si A= F 0] sus autovalores son A\; = 1, A = 2 y sus

{etel’ e2te2}

y todas las soluciones de la ecuacién son de la forma

t
Y(t) = creter + ce’ley = [e ] +o Lgt}

0
S, . . 2
Si quisiéramos que se satisfaciera Y(0) = 3
1 0 a
Y(O) =C |:0:| + o L] = |:b:| =>c=2,0=-3

y la dnica solucién del PVI resulta

o-afi] 5[
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Caso A diagonlizable

Si A es diagonalizable, es decir si existe una base de C" de

autovectores de A: B = {vi, v, *.,v,}, sabemos que existe P
cuyas columnas son los vectores v;, y D una matriz diagonal

A O O ... O
0 X 0 ... O
P=[v v - v, D={|. . . . .
0 0 0 --- A,
que satisfacen
A= PDP!

Entonces si llamamos Y = P\N/, es decir Y = P71y , el sistema de
ecuaciones para Y resulta diagonal

Y =P Y = PAY = DPT'Y = DPT'PY = DY

y lo sabemos resolver
15



Todas sus soluciones son combinacién lineal de la base de
soluciones etite

\/ Art

Y = e Aot

e + ce

de donde

Y = PY = cieMPe; + cpe™Pey + - - - + 2t Pe,
= c1e’\1tv1 + c2e)‘2v2 + -+ cg\"t

Como ya vimos que e?ity; son linealmente independientes, hemos
descripto todas las soluciones de la ecuacién como combinacién de
n soluciones linealmente independientes .

Entonces una base de soluciones de la ecuacidn es

At Aot Ant
{e ! V].Jez Vo, .-, e Vn}
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Observacion

En el caso en que los autovalores son reales, existe una base de
autovectores v; € R" y por lo tanto la base de soluciones que
construimos estd formada por funciones reales.

Vedmoslo en el préximo ejemplo.
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Ejemplo 4

Consideremos A = B _4} sus autovalores son A\; = =3, A, =0

y sus auvovectores v1 = (1,2) y vo = (2,1), entonces la base de
soluciones de Y/ = AY es

{e vy, e% o}
de donde toda solucién de la ecuacién Y’ = AY es de la forma
Y(t) = C]_e_2t(17 2) + C2(27 ]_) = (Cle_2t + 2C2, 2C]_e_2t 4 C2)

Notemos que todas las soluciones resultan acotadas y convergentes
cuando t — 4o0.

Los comportamientos asintéticos de las soluciones estan
relacionados los autovalores de A.
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Observacién

Si A € R™" diagonalizable y tiene autovalores complejos, algunas
de la funciones de la base de soluciones de la ecuacién que
construimos a partir de los autovectores y autovalores, serdn
complejas, sin embargo podremos construir una base de soluciones
que contenga solamente funciones reales.

Para hacerlo observemos que si A = o + i3 es autovalor de A con
autovector v = vg + iv; donde vg y v; son sus partes real e
imaginaria respectivamente, entonces A\ = « — i3 también es
autovalor de Ay V = vg — iv; es auovector ya que si conjugamos

A(VR—I-iV/) = (a+iﬁ)(VR+ivl) = A(VR—iV/) = (Oz—iﬂ)(VR—iV/)

entonces Yi(t) = e*v e Y(t) = MV son soluciones y son
conjugadas.
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Consideremos una combinacién lineal de ellas (que también ser
solucién)

c1 Yl(t) + o Yg(t) =C Yl(t) + o Yl(t) =

= (Cl + Cg)Re(Yl(t)) + i(Cl — C2)Im(Y1(t))

esta combinacién lineal también se puede escribir como
combinacién lineal de dos funciones reales , Re(Y1(t)) y
Im(Y1(t)), que también son soluciones del sistema ya que
_Yi-Y

Y1+ Y
=—5—  Im(vi(t)) = ——

Re(Y1(t))
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Ejemplo 5

4 . .
Sea A= [ sus autovalores son A\1 =4 —3i, Ao =4+43iy

3 4
sus auvovectores v; = (1,7) y vo = (1, —1), entonces una base de
soluciones de Y/ = AY es

{Y1(t) = eMtvy, Ya(t) = eMtny}

Para construir una base real de soluciones procedecemos como
explicamos {Yi1(t) = Re(y1(t)), Ya(t) = Im(y1(t))}, que en este
caso resultan

{e*(cos(3t),sen(3t)), e**(—sen(3t), cos(3t))}

Si analizdramos el comportamiento asintético de las soluciones,

t — 400, resulta que las soluciones (salvo la solucién nula) son no
acotadas ya que si bien el sen(3t), cos(3t) son oscilantes, el factor
e*t — +o0.
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Observacidn

En el caso de ser A diagonalizable, todas las soluciones son
combinacién de soluciones de la forma e v, el comportamiento
asintético depende del valor de A:

¢ Si existe un autovalor A € R, A\ > 0, habra soluciones
divergentes, es decir soluciones que satisfagan lim;_, o y(t) = 00

4 Si todos los autovalores A € R, A < 0, todas las soluciones
satisfaceran lim¢— 4o y(t) =0

0

¢ Si A\ =0 es autovalor, la solucién e%tv serd constante

¢SiAeC,AN=a+ib,b#0, el caricter asintético de las
soluciones dependerd del signo de a:

a<0, el@t®ty 0 cuando t — 400

a>0, e(a+ib)t, son no acotadas cuando t — +0o
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Caso A no diagonalizable

Cuando A no es diagonalizable, es decir que no hay una base de
autovectores de A, existen sin embargo matrices P € C"™"
inversible y J € C™" con una estructura particular que enseguida
detallaremos, que satisfcen

A=PJP7t,  PTrAP=J

Como en el caso de matrices diagonalizables, un cambio de
variables transformard el sistema en otro de sencilla resolucién.

Describiremos los casos A € R?*2 y A € R3*3
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Caso A € R?*2 no diagonalizable

En este caso si A no es diagonalizable es porque tiene un autovalor
real doble, X, cuyo subespacio asociado tiene dimensién 1, es decir
que hay un Unico autovector linealmente independiente asociado a

A, sea vy.
J resulta en este caso
S [A 1]
0 A
Yy
P= [vl V2:|

donde v» es un vector linealmente independiente a v; que satisface
(A — )\/d)VQ =WV

J se llama matriz de Jordan de A.
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Si realizamos el mismo cambio de variables que hicimos en el caso
diagonlizable:

Y = PY, Y =pPly
el sistema de ecuaciones para Y resulta
Y =P lY = PrAY = JPTIY = JPTIPY = JY

Este sistema es facil de resolver por la forma de la matriz J y
resulta que una base de soluciones es

{e)"tvl, e)“t(vz +tvn1)}

Ya sabemos que e*!v; es solucién, probemos que e*t(vo + tv)

también lo es (recordar que (A — Avp) = vq):
(e)"t(vz—i—tvl))’ = )\e)"t(vz—i—tvl)—i—e)"tvl = )"t(AVQ—i-)\tVl—i-vl) =
= e)"t()\VQ + Atvg + v1) = AeA't(VQ + tvl)
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Ejemplo 6

4 —7
espacio de autovectores asociados tiene dimensién 1 y estd
generado, por ejemplo, por v; = (1,1).

J resulta entonces
J_ -3 1
10 =3

y para hallar v, resolvemos

Consideremos A = { } su unico autovalor es A\ = —3, el

(A+3ld)v, = (1,1) = vy = (%,0)

entonces tenemos
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El sistema en las nuevas variables es
- [-3 17¢
Y' = [0 3 Y

que se resuelve ficilmente ya que
\72/:—3\72, ?{2—3\71—‘1-\72
de donde
Y(t) = (cre 3t + opte 3, e 3t) =
= c1e%(1,0) 4 cpe 3(t,1) =
entonces, como ya sabiamos

Y = PY = C16_3tV1 + C26_3t(tvl + V2)

Una vez mds podemos analizar el comportamiento asintético de las
soluciones que resultan convergentes a cero ya que el factor
e3t — 0 para t — +o0.
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Caso A € R3*3 no diagonalizable

Aqui se pueden dar 3 situaciones relacionadas con la cantidad de
autovalores distintos de A su multiplicidad geométrica y algebraica.
En todos los casos se obtine una descomposicion del tipo

A=PJP7t,  PlAP=J

con J una matriz por bloques que contiene en la diagonal los
autovalores y algunos 1 en la diagonal superior, asi como vimos en
el caso de dimensién 2.

En todos los casos para resolver el sistema Y’ = AY se procede
como lo hicimos en el caso anterior, plantendo un cambio de
variables Y = PY, Y = P~1Y y resolviendo el sistema de
ecuaciones que resultan para Y

Y = ply — play — yp~ly — yplpy = Jy
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Primer caso

A tiene un solo autovalor triple y es autoespacio asociado tiene
dimensién 1.
En este caso

J=

o o >
> = O

1
A
0

P= [Vl V2 V3]
donde vi, v» y v3 son vectores linealmente independientes que

satisfacen:
v1 es autovalor de A

(A= Xld)v; =0, (A= Ald)va = v, (A= Ald)vz = v

Haciendo el cambio de variables propuesto resulta que una base de

soluciones de la ecuacién Y/ = AY es
2

t
{eMvy, e (v + tvy), e”(gvl + tva + v3)}
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Ejercicio

Probar que para el caso anterior e*f(v2 + tvy) y
’\t( vi + tva + v3) son soluciones de Y’ = AY.

Para verlo derivemos e™(v2 + tvy) y (5 Cvl+tv,+v3)y

comparemos con A(e*f(v2 + tvy) y A(e/\t( vl + tva + v3)).
Lo haremos solamente para la segunda expresidn

t2 t2
(e’\t(E vi4tvo+v3)) = )\eM(Evl +tva+ v3) + eM(tvl + vy) =

£2
/\t(EAvl + t(Ava — v1) + Av3 — o) + e (tvl + v) =

2
= e)‘tA( 5 vl+ tvs + v3)
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Segundo caso

A tiene un solo autovalor triple y su autoespacio asociado tiene
dimensién 2. En este caso la matriz de Jordan tiene dos bloques

A
J=10 P:[vl Vo V3]
0

O > =
> O O

donde vi, v» y v3 son vectores linealmente independientes que
satisfacen:

(A= Md)vi =0, (A=Md)w=v, (A=Ald)vz=0

Haciendo el cambio de variables propuesto resulta que una base de
soluciones de la ecuacién Y’ = AY es

{eMvy, eM (v + tvy), eMis}
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Tercer caso

A tiene un autovalor doble X\ , cuyo autoespacio asociado tiene
dimensién 1 y un autovalor simple 7.
En este caso la matriz J tiene dos bloques

J= P:[vl Vo Vg}

o O >

1
A
0

S O O

donde vy es autovalor de A, es decir (A — Ald)vi = 0, v, satisface
(A - /\/d)V2 =V

y v3 es un autovector asociado a n
Haciendo el cambio de variables propuesto resulta que una base de
soluciones de la ecuacién Y’ = AY es

{eMvy, M (va + tvy), eMus)
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Observacion

Cuando A no es diagonalizable podemos , como en el caso
diagonalizable, analizar el comportamiento asintético de las
soluciones a partir de sus autovalores.

Notemos que que todas las soluciones son de la forma

e’ polinomio

cuyo limite para t — +o0o depende del signo de A\ en caso de ser
real y del valor de su parte real en caso de ser complejo.
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Ejemplo 7

0 -6 7
Sea A= |—-1 —1 3| sus autovalores son A\; = 1 autovalor doble
-1 2 0
con un Unico autovector linealmente independiente, v = (1,1,1) y
A2 = —3 autovalor simple con autovector asociado v3 = (2,1, 0).

Resolvemos la ecuacién para hallar el vy:
(A= Id)v) =vi = v =(1,0,1)

Una base de soluciones de la ecuacién Y’/ = AY es entonces
{el.tv17 el.t(v2 + tvl), e—3tv3} —

={(e', e",e"), (e (1 + t),e't, e (1 + t), (2e*3t, e 3t 0)}
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Ejemplo 8

-2 1 0

SeaA=1|-1 O 0 | su dnico autovalor es Ay = —1 con un
2 -1 -1

tnico autovector linealmente independiente asociado:

vi = (0,0,1). Entonces

1 1 _ (1 2
Vo = (_37 _370) y v3 = (67 o 1)
Una base de soluciones de la ecuacién Y’ = AY es entonces

1 1 1 t 2 t t2
—1.t -1t - = -1t - <« ° L
{(0,0,e7 ), e ( 3 3,t),e (9 379 3,1+2)}
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