Algebra Il FIUBA 2020



Hallaremos todas las soluciones de sistemas de ecuaciones
difereciales lineales a coeficientes constantes de la forma

yi = auyi+awys+ -+ aiys + A(t)
Yy = aniy1+axnys+ -+ amyn + h(t)
Yo = amyi+an2y2+ -+ apnyn + fa(t)
Las funciones y;(t), y2(t),- -+, yn(t) son las incégnitas que

consideraremos, como en el caso homogéneo, funciones derivables
en algtin intervalo / C R, los coeficientes de las ecuaciones a;; son
constantes y fi, f>,--- , f, serdn funciones continuas en /..

La forma matricial del sistema es entonces

Y =AY +F

Las solucines a esas ecuaciones lineales no homogéneas tendran la
forma habitual:
YG = Yp + Yh
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Ejemplo 1

El sistema de 2x2

{y{ = 5y1—6y>+t
Yo = 3y1—4y2+1

se escribe como

v o=l sl

ol Fo=1]

Para resolver estas ecuaciones expondremos cémo calcular sus
soluciones para los mismos casos que explicamos en el caso de

ecuaciones homogéneas.



Caso A diagonal

Cuando A es una matriz diagonal

a1l
0

0

ya sabmos que sus autovalores son los elementos de la diagonal
Aj = aj; y el autovector correspondiente v;, es el i-ésimo vector de

la base canédnica: v; = ¢;.

El sistema Y’ = AY + F es fécil de resolver ya que las ecuaciones
para cada y; estan desacopladas y son de primer orden :

0

0

ann |

yi(t) = aiiyi(t) + fi(¢)

Resolvamos un ejemplo.




Ejemplo 2

. . 2 0 12t
El sistema de 2x2 con matriz A = [O _J y F(t) = [ Det ] es
decir
y3 = —y2+2e

se puede resolver facilmente ya que podemos trabajar
independientemente en cada ecuacién

yi(t)=—-t—1+ cre’t yo(t) = et + et

Y(t) = (1), ya(t)) = (—t — 1, €) + c1e*(1,0) + c2e™*(0, 1)

Observemos que Yg = Yp + Yy, siendo Y, = (—t + %, et) e
Yy = c1e®t(1,0) + ce (0, 1)



A diagonalizable

En este caso sabemos que existe una base autovectores de A:

B ={v1,va, ", vp}, una matriz P cuyas columnas son los
vectores v;, y D una matriz diagonal

A 0 0 ... O
0 X 0 ... O
P=[w v -~ v, D=|. |
0 0 0 -+ A,
que satisfacen
A= PDP!

Entonces si hacemo§ el cambio ge variables propuesto para el caso
homogéneo Y = PY, es decir Y = P~1Y | el sistema resulta
Y =P Y = P Y APY + F)=DY + P7'F

es decir que tenemos que resolver un sistema diagonal en Y con
término independiente P~1F. Lo sabemos hacer.
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Ejemplo 3

El sistema de 2x2 de primer ejemplo

{ yi = 5yn—6byatt
Y, = 3y1—4y+1
5 —6
donde A = 3 _g|SUS autovectores y autovalores
vy = (1, 1),)\1 =—-1,wn= (1,0),)\2 =2y F(t) = (t, 1)
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Haciendo el cambio propuesto con P = E

[ 971

Y/(t):[ stae }

t 1 2t
_§+Z+C2e

de donde

7

|

0
1

1
-1

|



volviendo a Y resulta

- 2 —Licet+ e
1+ cet

Notemos que nuevamente hemos hallado la solucién como suma de
una solucién particular m$ las soluciones del homogéneo.



Caso A no diagonalizable

Cuando A no es diagonalizable, sabemos que existen matrices P
inversible y J en bloques que satisfacen

A=PJP7t,  PTrAP=J

Como en el caso de matrices diagonalizables, el cambio de
variables propuesto para el caso homogéneo cuando A es de 2x2 y
en cada uno de los tres casos posibles para matrices de 3x3,
transformard el sistema en otro de sencilla resolucién.

Resolveremos algunos ejemplos



Ejemplo 4

Consideremos F(t) = [1 _: et} yA= [i :7] su Unico autovalor

es A\; = —3, el espacio de autovectores asociados tiene dimensién 1
y esta generado, por ejemplo, por vi = (1,1).
J resulta entonces
-3 1
J=

y para hallar v, resolvemos
1
(A=3ld)vo=(1,1) = v = (Z’O)

entonces tenemos
1 % 0 1
— 4 -1 _
il R P!
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El sistema en las nuevas variables es

o -3 17¢ e [-3 1]7¢ 1+ et
Y[O _3}Y+P F=10o 5|V + 144 st

que se resuelve facilmente ya que

Y)=-3Y,+4t—4—4et, Y] =-3V1+Yo+1+¢t

de donde

Y(t) = (—%et—g—l—gt—l—qe_“—i—qte_“, gt_%_et+CQe—3t)

finalmente

Y(t) = (—%et—g—i—gt+cle_3t+c2te_3t+gt_%_et+c2e—3t’
—%et - g + gt + e ¥ + ote” )
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Ejemplo 5

0 -6 7
Sean F(t)=|t |, A=|-1 —1 3| ,A; =1 autovalor
—t -1 2 0
doble con tnico autovector linealmente independiente,
vi = (1,1,1) y A2 = —3 autovalor simple con autovector asociado

vz = (2,1,0).
(A= Id)va =v1 = v =(1,0,1)
y realizamos el cambio de variables con

11 0 112 12 -1 1/2
J=10 1 0 P=110 1|,Pl=|-1/2 1 1/)2
00 -3 110 1/2 0 -1/2
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Resulta el sistema

N|—
W
~

N
|
* o+
NI—=
~ NI
~

cuya solucién es

1+ %t + cret + opte™3t
Y(t) = —1t— et
tt+ 5+ e 3
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entonces

- 2 -3
1+ 3t + et + oote 3t—%t—czef+§t+§+2qe t

Y(t) = 1+3it+cet+oteSt+1t+§+ce ™
1+ %t+ cret + cote 3t — %t — et
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Por ultimo presentaremos otro método para hallar una solucién
particular del sistema Y/ = AY + F.

Ya sabemos que si a ésta le sumamos todas las soluciones de la
ecuacién homogénea asociada Y’ = AY/, podremos obtener todas
las soluciones.

Ya lo habiamos presentado para el caso de ecuaciones lineales de
segundo orden.
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Método de variacion de las constantes

Conociendo una base para el espacio de soluciones de la ecuacién
homogénea de n x n, {¢1,p1, -+ ,¥n}, Se propone una solucién
particular de la forma

Y =cap1+ 1+ + capn

donde los coeficientes ¢; son variables.

Reemplazndo esta funcién en la ecuacién original y teniendo en
cuenta que ¢} = Ay, obtenemos

Y,(t) Z +ZC:,(70J Z;Cjwj(t) +Z;CJA90j(t)
j= j=

j=1
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Las funciones ¢; deben satisfacer
n n
Y/(£) =D cloj(t) + ) cAp(t) = AY(t) + F(t)
Jj=1 Jj=1

es decir
ci(t)p;(t) = F(t)
j=1

resolviendo esta ecuacién n ¢/ y luego integrando, obtenemos los c;
para luego construir la Yp.

Se puede consultar Ecuaciones Diferenciales con aplicaciones de
Modelado, de Dennis G, Zill (Novena Edicién, Cengage Learning)
para mas detalles.
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