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Autovalores y autovectores de matrices y transformaciones

lineales

Vamos a trabajar con matrices cuadradas, A € K™ y con
endomorfismos T :V — V.

Tanto si trabajamos con matrices, como si trabajamos con
transformaciones lineales nos puede interesar encontrar las

' rectas”, direcciones, que permaneces invariantes.

Esto quiere decir que buscaremos los vectores v en K" o en V
(seglin estemos trabajando con una matriz o una t.l), no nulos,
tales que:

Av=2Av.oenelcasodelatl T(v)=Av, donde A € K
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KHXH

Ae K™ Xy € K",
Muchas veces nos encontramos con sucesiones en K" :

Xi = AXq.
Xo = AXp = Xp = A2XG.

Xn = AXp_1 = Xp = A" Xo.

Si queremos anticipar el comportamiento de la sucesién para
valores grandes de n, tenemos que tener una idea del
comportamiento de las potencias de la matriz A.
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Calcular la potencia n-ésima de una matriz A € K™*" suele ser
€ngorroso.

Las matrices cuadradas en las que es mas sencillo calcular las
distintas potencias naturales, son las matrices diagonales, a las que

en general notamos como D = diag(\1, A2, ..., Ap).
(A1 0 O 0]
0 X O 0
D = diag(A1, A2, ..., An)= 10 0 A3 0
(0 0 0 ... Ap
Es facil verificar que entonces, DX = diag(\%, M5, ..., \K)
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Otro caso no tan sencillo como este, pero si mucho mas sencillo
que el general, es el de las matrices A € K™ " que pueden
factorizarse en la forma:

A= Q D Q! con Q una matriz inversible y

D= diag()\l, )\2, ey )\,,).

Pues,siA=Q D Q1

A=A A=QD(QQDQ'=QD*Q!
A=A A A=QDQ'QDQ QD Q!
AB=AAA=QD(Q'QD(Q QDR 1=QD*Q!

En general entonces, si n € N:

A=QDQ 1= A"=QD" Q!
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Otro caso no tan sencillo como este, pero si mucho mas sencillo
que el general, es el de las matrices A € K™ " que pueden
factorizarse en la forma:

A= Q D Q! con Q una matriz inversible y
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Veamos entonces qué relacidn tiene que existir entre la matriz A,
la matriz @ y la matriz D para que esto sea posible.

Sean A € K™, Q € K" " es una matriz inversible y

D = diag(M\1, A2, ..., Ap) € K™,

Vamos a explicitar las columnas de la matriz Q:

Q=[Vi| Va| ...|V,], V: € K™<1,

Entonces:

A=QDQ 1« AQ=QD
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Veamos entonces qué relacidn tiene que existir entre la matriz A,
la matriz @ y la matriz D para que esto sea posible.

Sean A € K™, Q € K" " es una matriz inversible y

D = diag(M\1, A2, ..., Ap) € K™,

Vamos a explicitar las columnas de la matriz Q:

Q=[Vi| Va| ...|V,], V: € K™<1,

Entonces:

A=QDQ 1« AQ=QD

MO .0
0 X ... O

AVA| Va| ... |Va] = [Va] Vo ... Vi . @
0 O An

FACULTAD
DE INGENIERIA

ey ——

6/49



Ahora sélo tenemos que recordar que en el producto de dos
matrices Col;(A B) = A Col;(B), para cada i.
Entonces si en (1), igualando columna por columna, tenemos:

A1
ACO|1(Q) =A V1 = [Vly V2| e \Vn]Coll(D) = [V1| V2| ’Vn]

A1
0
AV =[Vi| Vo| .. |V4] : =MV

0

Si repetimos esto para cada columna tendremos:
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ACO|,’(Q) =A V, = [V1| V2| e ‘Vn]COh(D) = [V1| Vz‘ |V,,] );,'

AVi = AV

entonces hemos encontrado la relacién que tienen que cumplir las
matrices Q y D paraque A= Q D Q!

A= QD Q! AV, = \;V;, dondeV; = Col;(Q) | (2)

Entonces, otra vez aparece esta relacion entre la matriz A, un
vector de K" y un escalar.
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Definicién: Sea A € K™ ", un autovalor de A es un escalar
A € K tal que existe v € K", v # 0 que cumple Av = Av.
Se dice que v es autovector de A.

Calculo de autovalores y autovectores La primera pregunta
entonces es cdmo encontramos los autovalores y autovectores de
una matriz A. Si A € K es autovalor de A, por definicién existe
v # Ogn tal que Av = Av

Av=Av & (Av —Av) =0gn y v # Ogn.

()\I - A)V == OKD y v ?é OKn.

Esto quiere decir que el sistema lineal homogéneo:
(M — A)X = Ogn tiene infinitas soluciones pues sabemos que hay
una solucién que es no trivial.

FACULTAD
DE INGENIERIA

ey ——

9/49



Entonces, A € K es autovalor de A < (Al — A) no es inversible <
< det(AI—A) =0.

Ademads, v es autovector de A asociado al autovalor

A&E (A= A)v = Ogn

Ciélculo de autovalores y autovectores para A € K"
» Buscamos X € K tal que det(A\l — A) = 0.

» Para cada ), los autovectores de A asociados a A son
v # Ogn /(AL — A)v = Ogn < v € Nul(AL — A).
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» Con la definicién dada el resultado de (2), se puede enunciar
diciendo :

A= Q D Q! si cada columna de Q es un autovec-
tor de A asociado al autovalor )\, correspondiente
en la matriz diagonal D, ademas Q inversible impli-
ca que existe una base de K” formada por autovec-
tores de A.

» El conjunto de autovectores de A asociados a cada autovalor
Ao son los vectores no nulos, solucién del sistema homogéneo
(AoI — A)X = Ogn. Se llama Autoespacio de A asociado a
Ao al subespacio Nul(AgI — A) y se nota:

5)\:>\0 = {V S K”/AV = )\ov.}

Sx=», = {autovectores de A asociados a A\g} U {Okn.}
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Ejemplo: Dadas las siguientes matrices en R2*2;
Al = [1 1} LAy = [ 2 3] LAz = [2 3} Encuentre autovalores

11 -3 2 0 2
y autovectores. jAlguna de ellas puede factorizarse en la forma
QDQ'?
Resolucién:

Para encontrar sus autovalores, buscamos \ € R, tal que
det(AI — A;) = 0.

A—1) -1

1 - =(A\-1)P -1=0«

det(A — A1) = ’(

sM-1)P2=1leA-1=1X-1=10X—-1=-1.
(A=20A=0]
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Busquemos ahora los autovectores asociados a cada uno de estos
autovalores.

Para encontrar los autovectores asociados a A = 2 buscamos el
conjunto de las soluciones del sistema homogéneo determinado por
la matriz que queda de reemplazar X\ por 2 en (Al — Ay).

Sx=2 = Nul(2I — A;). o sea las soluciones del sistema homogéneo
determinado por la matriz que queda al reemplazar A por 2 en

(AL —Ay).

Sa=2: [_11 11} m [é 01] = x1 = x2. S\=2 = gen{[1 1]T}
Busquemos ahora Sy—_g. Otra vez, tenemos que buscar las
soluciones de un sistema homogéneo que, en este caso, queda
definido por la matriz:

-1 -1
[_1 _1:| = x1 = —X2, Si—g = gen{[—l l]T}.
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Para contestar si existen Q, matriz inversible y D = diag(A1, A2)
tal que A; = Q D Q! sélo tenemos que recordar que para que
esto sea posible las columnas de @ deben ser autovectores de A,
obviamente l.i. pues Q debe ser una matriz inversible, rg(@Q@=2). En
este caso vemos que esto es posible pues, por ejemplo, los vectores

1 -1 . : .
[ 1] y { 1 ] son autovectores de A linealmente independientes, el

primero asociado al autovalor \; = 2 y el segundo asociado a
A2 = 0, entonces si construimos las matrices:

1 -1 2 0
Q= [1 1] y D= [0 0], se cumple que:

S R R e B e 1

‘Obviamente, esta factorizacion no es ﬁnica.‘

NN =
—_
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Como antes buscamos sus autovalores: \ € R, tal que
det(Al — Ag) = 0.

Ay |A=2) 3B\ _92ig—
det(AI Ag)—‘ 3 (A —2) =(A-2)+9=0«
& (A —2)% = —9 (no tiene soluciones reales).

(A—2)2:—9<:))\—2:3io)\—2:—31.
’/\1 =2+3iy Ap =2 — 31 = A no tiene autovalores reales.‘

Por lo tanto no existen Q y D en R?*? tal que A= Q DQL.
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Buscamos la ecuacién que determina los autovalores A\ € R, tal
que det(A\I — A3) = 0.

(A—2) -3

0 (A-2) =(A-2°=0&A=2

det()\I — A3) = '
En este caso obtuvimos un (nico autovalor, pues A\ = 2 es una raiz
doble del polinomio anterior.
Busquemos los autovectores de A asociados a A = 2:
Buscamos Nul(2I — A3) :

0 -3

Sxa=2: [0 0 :| =x =05 = gen{[l O]T}
Entonces, en este caso tampoco conseguimos factorizar la matriz A

en la forma A = Q DQ! pues no existen dos autovectores |.i. para
construir la matriz Q.
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Definiciones
En todo que sigue, A € K"™*"

Se dice que A es diagonalizable si existe @ € K"*" inversible
y D = diag(\1,...,)\;) € K™ " tal que A= Q D QL.

Por lo desarrollado al comienzo del episodio:
A es diagonalizable <= existe una base de K" formada por

autovectores de A.

Se llama polinomio caracteristico de A, al polinomio de
grado n, Pa(A\) = det(Al — A).

Los autovalores de A son las raices de su polinomio caracteristico.
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Si Ao es autovalor de A, se llama multiplicidad algebrai-
ca de )\g, a la multiplicidad de Ag como raiz del polinomio
caracteristico. (Se nota: my.)

Recordemos: A es una raiz de multiplicidad m de P, si

P(A) = (A — X0)™Q(N), con Q(Xo) # 0.

Si Ag es autovalor de A, se llama multiplicidad geométrica
de Ap, a la dimensién de su autoespacio asociado. Notamos:
U = dim(NuI()\oI — A))
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Observaciones

a. Si A\p € K es autovalor de A= uy > 1.
(Trivial por definicién de autovalor y autovector)
b. Si A =0 es autovalor de A= S5—¢ = Nul(A).
Es inmediato pues Sy—g = Nul(0I — A) = Nul(—A) = Nul(A).
c. Si A es inversible A # 0,V X autovalor de A.
Pues A es inversible < rg(A) = n < dim(Nul(A)) =0 <
A = 0 no es autovalor de A.
d. Sea {vi, vo, ..., vk} un conjunto de autovectores de A
asociados respectivamente a los autovalores A1, Ap, ..., Ak,
tal que ()\,‘ % )\J'V i 7&_]) = {Vl, Vo, ..., Vk} es Li.
Demostracion:
Vamos a demostrarlo por el ABSURDO.
Supongamos que el conjunto {vi, vo, ..., vk} noes li = serd |.d.
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Por el lema demostrado en el Episodio 3. de espacios vectoriales,

sabemos que si el conjunto {vi, va, ..., vk} es |.d, existe un
primer vector vp,, 1 < m < m de manera tal que
{vi, vo, ..., Vm—1} esLi.y {vi, vo, ..., Vm_1, Vm} es |d.

(Sabemos que m > 1 pues {v1} es |.d. sélo si v; = Ogn y esto es
absurdo pues v; es autovector de A, por lo tanto v; # Okn)
Esto quiere decir que existen a1,..., an—1 € K tal que:

Vm = aivi + aava + -+ am_1Vm-1. (3)

Avm = Alaivi + covo + -+ - + Om—1Vm—1).
Avp = a1Av + apAvo + -+ am_1AVm_1.
AmVm = 01 A1V + aoXovo + - + Om—1 Am—1Vm—1- (4)
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Si en (3), multiplicamos ambos miembros por Ap,, obtenemos:
AmVm = Am@ivi + Amaovo + -+ - + Ap@m—1Vm—1. (5)
Igualamos (4) y (5):

i Avitao oot am_1Am—1Vm—1 = AmoiVi+AmaVva+- -+ AmQm—1Vm—_1

ar(M—Amvitaz(Aoa—Am)va+- - +am—1(Am—1—Am)Vm—1 = Okn

Como {vi,va,...,Vm_1} es un conjunto l.i. los escalares de esta
tltima combinacién lineal deben ser todos nulos:
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(5] ()\1 _)\m) =0
——

#0
(6% ()\2 — >\m) =0
——

#0

Om—1 ()\mfl - )\m) =0
20

Luego:

a1 =ar =+ =0am-1=0= vy, =0nm

ABSURDO, pues v;, # Ogm por ser un autovector de A.El absurdo
proviene de suponer que {vi, va, ..., vk} es |.d.
Entonces {v1, ..., v} es l.i.

‘A autovalores distintos corresponden autovectores l.i.
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Ya tenemos un resultado importante:

Si una matriz A € K" tiene n autovalores distintos en
K = A es diagonalizable.

Pues, como acabamos de demostrar, si A tiene n autovalores
distintos, a autovalores distintos corresponden autovectores
linealmente independientes, entonces existen n autovectores |.i. que
formaran una base de K". Entonces podremos construir matrices

QyDtalesque A= QD Qt.v
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23/49



Propiedades sobre autovalores de A € K™ " (para la practica):

» det(A) = [["_; Ai- (Se consideran los autovalores con
repeticion.)
> tr(A) = >./=7 \;. (Se consideran los autovalores con
repeticion. )
» Si A autovalor de A asociado al autovector v:
> (A + t) es autovalor de (AKX + tI) asociado al autovector v.
» Si A es inversible = % de A~! asociado al autovector v.
» Si \ autovalor de A = \ es autovalor de AT .(Los
autovectores no tienen porque ser los mismos.)
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Entonces nos queda por responder qué pasa si A, no tiene a
autovalores distintos. Eso significa que el polinomio caracteristico
tiene raices de multiplicidad mayor que 1.

Ejemplo:
51 0 2 30

SeanA= |0 5 0|yB=|3 2 0| matrices en C3*3. ;Son
0 0 —1 0 05

diagonalizables Ay B 7

Resolucién:

Empecemos estudiando la matriz A:

(A=5) -1 0
Pa(\) =det\I-A)=| 0 (A=5) 0 |=(\+1)(A-5)?
0 0 (A+1)
Los autovalores de A son A\; = —1, de multiplicidad algebraica

my, = 1y A» =5, de multiplicidad algebraica m,, = 2.
Busquemos sus autovectores.
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Ar=-1

Sa—1 queda determinado por la matriz del sistema homogéneo:

-6 -1 0 0
0 6 0] =2x=0=x1 = S\—_1 =gen 0
0 0 0 1

Sia—5 queda determinado por la matriz del sistema homogéneo:

0 -1 0 1
0 0 0] ==x3=0yxo=0= S\_5 =gen 0
0 0 6 0

Entonces, la matriz A no es diagonalizable pues sélo podemos
conseguir dos direcciones linealmente independientes definidas por
sus autovectores. No existe una base de C3 formada por
autovectores de A.
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Repitamos el estudio para la matriz B:

A-2) -3 0
Ps(\) =det\—B)=| -3 (A—2) 0
0 0 (A—5)

Pe(A) = (A = 5)[(A —2)* =9 = (A = 5)((A — 2) = 3)((A — 2) +3)
Pe(A) = (A +1)(A - 5)?
Los autovalores de B son A\; = —1, de multiplicidad algebraica

my, = 1y X2 =5, de multiplicidad algebraica m), = 2.
Busquemos sus autovectores.
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A =-1
Sa—_1 queda determinado por la matriz del sistema homogéneo:
-3 -3 0
-3 -3 0l =x3=0,yxi+x=0=x=—x =
0 0 -6
1
Sya—_1 = gen -1

0

Sy=s5 queda determinado por la matriz del sistema homogéneo:

3 -3 0 1 0
-3 3 0| = x1 = xp, X3€]R:>S,\:5:gen 1{, |0
0 0 O 0 1
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Entonces la matriz B es diagonalizable pues existe una base de

C3 formada por autovectores de B. Por ejemplo:

1 1 0
—1(,]|1], 1|0
0 0 1
110 -1 00
Podemos construir @ = (-1 1 0|lyD=| 0 5 0
0 01 0 0 5
Y entonces se cumple que:
110/ [-100][110]"
A=([-1 1 0 0 50/|-1 10
0 01 0 05 0 01
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Cuando los autovalores “se repiten” como raices del polinomio
caracteristico no podemos asegurar, sélo con ese dato, si la matriz
resultard diagonalizable o no. Necesitamos, estudiar algo mas para
poder predecirlo.
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Semejanza de matrices

Definicién: Sean Ay B dos matrices en K"™", se dice que
B es semejante a A si existe Q@ € K"*" inversible, tal que
B=QAQ.

Se nota: B ~ A.

Algunas consideraciones inmediatas:
» Con esta definicién, las matrices diagonalizables son
matrices semejantes a una matriz diagonal .

» La relacién de semejanza es reflexiva , A~ Apues A=TAT
y también simétrica pues B ~ A < 3Q tal que
B=QAQRQ 1eQ'!BR=A=A~B.
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P La relacién de semejanza es transitiva:
SiB~AyC~B=C~A
Aplicando la definicién, B ~ A ©B=QAQ'lyC~Bs&
C=HBH!'=HQAQ 'H!'=HQA (Q'H™).
~—_——
(HQ)!
=(HQAHQ) 1=C~AV
» Si V es un espacio vectorial de dimensién ny By B’ son
bases de V, para todat.l. T :V — V se cumple que

’ ’ ’ ry—1
[T1g = Mg [TIEME, = Mg [TIE(ME))

Todas las representaciones matriciales de 7 con
respecto a una misma base son semejantes entre si.
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» Si B~ A= Ay B tienen los mismos autovalores con la
misma multiplicidad algebraica y geométrica.
Demostracién:

a.
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B~A<B=QAQ!, entonces

Pg(\) = det(A\l — B) = det(AL - Q A Q1)

Pg(\) = det(A\QQ™! — Q A Q1) =det(QAN[ - A)Q™ 1)
Pg()\) = det(Q)det(A\ — A)det(Q~1)

Pg(A) =det(AI — A) =Pa(N)

Como Ay B tienen el mismo polinomio caracteristico entonces
tienen los mismos autovalores con la misma multiplicidad
algebraica.

. Sea A\ autovalor de las matrices semejantes A y B, por cada

vp autovector de A asociado al autovalor A\g, wg = Qvg es
autovector de B asociado a g y viceversa, por cada wy
autovector de B asociado a Ag el vector Q1w es autovector
de A asociado a \g.

Si vg es autovector de A asociado a A\g = Avg = Agv.
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ComoB=QAQ '=BQR=QA=BQy=QAy=
B (Qw) = Q (Aovo) = Ao(Qvo) = Qv es autovector de B
asociado al autovalor A\g.De la misma manera, si suponemos
wp autovector de B asociado a A\g tenemos que

Bwo=Q A Q 'wp

dowo = QA Q *wp = Q@ (Nowp) = A (Q 'wp)
A(Qwo) = Xo(Q twp)

Por definicién de autovector (Q 1wyg) es autovector de A
asociado a Ag. Por lo tanto hemos demostrado que la
correspondencia de autovectores de A asociados a Ay es uno a
uno con los autovectores de B asociados a \g, entonces la
dimensién de los respectivos autoespacios es igual.Por lo tanto
la multiplicidad geométrica de \y como autovalor de A es igual
a la multiplicidad geométrica de Ay como autovalor de B.
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Vamos a demostrar ahora que si g es autovalor de A siempre se
cumple que su multiplicidad algebraica, m),, es mayor igual que su
multiplicidad geométrica ,u),.

Si Ag es autovalor de A = .

Demostracién:

Sea A matriz de n X n, y supongamos \g autovalor de A con
multiplicidad algebraica, my, = m y multiplicidad geométrica,

P = k.

Como my, = m= P(A\) = (A — Xo)"Q()), Q(Xg) # 0.

Como py, = k = dim(S),) entonces existe una base de Sy,

BSAO = {wvi,..., vk}, podemos extender esta base a una base de
todo el espacio K", B = {v1,..., Vk, Vk41,-.,Vn}. Sea
Q = [vi| ... |vk|Vks1| - |val], claramente Q es inversible pues sus

columnas forman una base de K".
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Calculemos
AQ = Alwva] .. [vk|vks1| - - - |va]

Si explicitamos este producto columna a columna:
AQ = [Ava] ... |Avk|Avii] - .. |Ava]
Reemplazamos Av; = Agv;,paracada i =1,..., k.
AQ = [Aovi| ... [Aovk|wi|...|Wh—k]
Si ahora multiplicamos por @~! m. a m, tenemos:
QAQ = Qil[)\ov1|/\ov2\ o Aovi|wal - wa—k]
Como Q1Q =1= Q lv; = e, entonces:

QRT'AQ=[NQ Mvi]... [ MQ 'k Q twa| ... |Q T wyi]
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QilA Q= [)\0(:"1| - |/\0ek|u1| - ’Un,k]

Conocemos algunas caracteristicas del aspecto de esta matriz:

(X O ... O
0 )\0 0 X ... X
Q'AQ=1]0 0 ... X * ... x
O 0 ... 0 x ... =«
[0 O 0 =x *
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Podemos expresar por bloques esta matriz de n x n:

Ml | B ]

-1 o
wira- [

Donde B es una matriz de (k x (n— k)), E es una matriz de
(n— k) x (n— k) A es semejante a la matriz H = [

0 | E
pues cumple con la definicién. Y por lo visto, sabemos que :

[PA() = Pu())] (6)

Veamos entonces qué podemos anticipar sobre el polinomio
caracteristico de H.

Pr(A) = det <)\ [ Ifl; Ino—k } - [ )\%Ik g D

Molx | B ]
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Pr(\) = det ([ 2 _OAO)Ik (AI(n__k)B E) D

PH()\) = det (()\ — )\O)Ik) det (>\I(n—k) — E)

Pr(X\) = (A = Xo)¥R(N), con gr(R) = n— k.

Entonces ahora podemos reemplazar en (6), lo que conocemos de
los polinomios Pa(A) y Pr(A):

Pa(N) = (A = 20)"Q(A) = (A = X)R(A) = Pu(A) (7)

Recordemos que en esta igualdad m = m,,, multiplicidad
algebraica de A\, k = py,, multiplicidad geométrica de Ao y
Q(Xo) # 0. Esta condicién de Q nos asegura que (A — Ag) no
divide al polinomio Q.
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Entonces, de la igualdad (7):

(A= 20)"Q(\) = (A= X)*R(N)

Entonces (A — \o), divide a la expresién que esta a la izquierda de
la igualdad:

(A — Xo)¥ divide a (A — Xg)"Q(N)

y como (A — Ag) no divide a @ = (A — X)X divide a (A — \g)™
Entonces: kK < m.

O sea para cada autovalor de A se cumple:

’m\ = multip. geométrica < my = multip. algebraica.\/‘
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Volvamos al problema de encontrar una condicién necesaria y
suficiente para poder asegurar que una matriz de A € K"*" es
diagonalizable.

» Para poder asegurar que una matriz A es diagonalizable,
tenemos que poder afirmar que existe una base de
autovectores de K" formada por autovectores de A.

P> Ya sabemos que a autovalores distintos corresponden
autovectores linealmente independientes. Como acabamos de
demostrar que la multip geométrica de un autovalor es
siempre menor o igual que su multiplicidad algebraica,
sabemos que si un autovalor es raiz simple del polinomio
caracteristico obtendremos como autoespacio asociado a él un
subespacio de dimensién 1.
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> Entonces para construir una base de autovectores asociados a
una matriz A, tendrd que cumplirse que si alglin autovalor
tiene multiplicidad algebraica mayor que uno podamos
encontrar asociados a él tantos autovectores l.i. como su
multiplicidad algebraica, esto es lo mismo que pedir que la
dimensién de su autoespacio asociado sea igual a su
multiplicidad algebraica. O sea se debe cumplir que
multiplicidad algebraica= multiplicidad geométrica para
cada autovalor de A.
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Ejemplo:

2 (a—2) 0
Dada en R3*3 la matriz A= [0 (a+2) 0| con a € R. Hallar
0 0 3

todos los o € R para los cuales A resulta diagonalizable.
Resolucién:

Empezamos, como siempre por calcular los autovalores de la
matriz:

A=2) (—a+2) 0
Pa(A)=detAI—A)=| 0 (A—-a-2) 0
0 0 (A—3)

PaA)=A=-3)(A—-2)A—a—-2)=0«
SA=3,0A=2, 0A=a+2.

Sia+2#3ya+2#2= Atendrd tres autovalores distintos y ,

como a autovalores distintos corresponden autovectores l.i, la
matriz resultard diagonalizable.
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O sea ya sabemos qué pasasia # 1y a #0.
Podemos asegurar que:

’ Si o € R—{0,1} = A resulta diagonalizable. ‘

Ahora entonces, tenemos que ver qué sucedesia =00 a = 1.

Si a = 0 = ya sabemos que los autovalores de A serdn A\; = 2
autovalor de multiplicidad algebraica 2 y A, = 3 autovalor de
multiplicidad 1.

Para saber si la matriz A resulta diagonalizable basta con calcular
la multiplicidad geométrica de A\; = 2. Si su multiplicidad

geométrica coincide con la algebraica sera diagonalizable y sino no.
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El autoespacio asociado a A\; = 2 es el subespacio de las soluciones
del sistema homogéneo determinado por la matriz 21 — A:

02 O
00 0|=x3=0yxx=0=dm(S\=2)=1#2=
0 0 -1

Entonces si a = 0 la matriz A no es diagonalizable pues la
multiplicidad algebraica # multiplicidad geométrica para A = 2.

a=1

Si o = 1 ya sabemos que los autovalores de A seran A1 = 2 de
multiplicidad algebraica 1 y Ay = 3 de multiplicidad algebraica 2.
Entonces, para saber si A es diagonalizable tenemos que chequear
si coinciden la multiplicidad algebraica con la multiplicidad
geométrica en este caso.
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Analizamos las ecuaciones que definen al autoespacio S)—3 :

1 -1 0
0 0 O
0 0 O

La matriz tiene rango 1, asi que su nulo tiene dimensién 2.
Entonces para A = 3, en este caso, la multiplicidad geométrica =
multiplicidad algebraica. Concluimos entonces que A es
diagonalizable si a = 1.

Entonces: | A es diagonalizable v/ o € R — {0} |
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Definicién: Un subespacio S C K" es un subespacio
invariante de A (o A-invariante) si para todo vector v € S
se cumple que Av € S.

Comentarios:
a. Todo autoespacio de A es un subespacio A-invariante.

b. La reciproca no es cierto por supuesto.
Por ejemplo, tomemos la matriz B que analizamos en un
ejemplo anterior.

2 30
B=13 2 0
0 0 5
B es diagonalizable, sus autovalores son A =5, de
multiplicidad algebraica y geométrica 2, y A = —1 autovalor

simple.
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1 0
Sa—5 = gen 1], |0
0 1

1
5)\:,1 = gen -1
0
Claramente, S)—5 y Sx—_1 son A-invariantes.
No son los tinicos, tomemos por ejemplo el subespacio

1 1
51 = gen -1, |1 = 51 es A-invariante.
0 0
1 1
Puessive S, v=ag |[-1| +as |1
0 0
1 1
Av =a1(-1) [-1| + a2(5) |1] € S1.
0 0
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Definicién: Un subespacio S C V es un subespacio invarian-
tede T :V — V transformacién lineal (o T-invariante) si
para todo vector v € S se cumple que T(v) € S.

Comentarios:

a. El nicleo de una transformacién lineal T es un subespacio
T-invariante.

b. Im(T) es un subespacio invariante de T.

c. En toda rotacién de un plano alrededor de un eje ortogonal a
él, el plano es un subespacio T-invariante.
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