Descomposicion en valores

singulares (DVS)

Aplicaciones




Toda matriz A € R™" puede descomponerse como un producto 4 =
ULVT en donde U € R™™ es ortogonal, Ve R™™ es ortogonal y X €
R™" es tal que XZ;; =o0;, real y no negativo (son los valores
singularesde A) y X;; = 0,i # j

or ejemplo: A € R¥*3, U € R*¥** | £ € R**3 y ve R3*3
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Proposicion

Dada la matriz A € R™™ ]a matriz A" A es simétrica porque
(ATA)T = AT(AT)T = ATA

Y semidefinida positiva ya que:

vX € R™: XT(ATA)X = (AX)TAX = ||AX]||? = Oy

Observacion:

en el caso de que las columnas de A sean linealmente independientes se
tiene que XT(ATA)X = 0 © ||AX||?=0g © AX = Ogm &
X = Ogn & AT A es definida positiva




Si A es una matriz de mxn los valores singulares de A son las
raices cuadradas de los autovalores de AT A.

Si A4, 45, ..., A, son los autovalores de AT A ordenados en forma
decreciente 44 = 1, = ..= 4, = 0 entonces

o; = +/A; eseli-ésimo valor singular de A.
Esdecir:0y =20, =2..20, =0

Teorema

Sea A € R™" y 11, A, ..., Ap, los autovalores de A" A

que suponemos A4 =1, =...=2 1. > A4 = =1, = 0. Como A" A

es simétrica se puede diagonalizar ortogonalmente, es decir existe una
base ortonormal de R™ {vy,v,, ..., 1, } tal que AT A v; = A;v; entonces:



(1) {Avq, Av,, ..., Av,} es un conjunto ortogonal y ||Av;|| = \/Z = 0; Vi=
1,2,..,n

Lo probamos:
< Avi,Avj > = (Avj)TAvi — UjT(ATA)Ui — ’UjTﬂ.i’Ui — AiUJT’Ui

Sii# j<Av;, Av; >= 0 entonces Av; L Av;

Sii=j<Av;,Av; >= A;v] v; = A;entonces ||Av;||> = A; de donde
|Avl = JA; =0; Vi=12,..,n

(2) {Avl 2z A;’”} es una base ortonormal del espacio Col(A)

Por la propledad (D) ||Av;]|| = \/Tl = 0; y hay r valores singulares no nulos
Av; # Opm & 1 < i <, luego {Av,, Av,, ..., AV, } es linealmente
independiente y estan en el espacio Col(A4). Luego Vy € Col(A):

y = Auconu € R", y u se puede expresar como combinacion lineal de




los vectores de la base: u = Y/*; a;v;,

y como a partirde r + 1 los Av; = Ogm se tiene que

y = Au = Y[, a; Av; entonces y € gen{Av,, Av,, ...,Av,}lo que
demuestra que {Avq, Av,, ..., Av,} es una base ortogonal del espacio
Col(A) de aquiel rg(4) = dim(Col(A)) =r

Ademas como |[|Av;|| = g; el conjunto {ﬂ,ﬂ, e ﬂ} resulta una BON

o1 Oy Oy
del espacio Col(A)

3) {Vy+1, Vr42, -, Vn ) €S una bon del espacio Nul(A)

por hipotesis el conjunto es ortonormal y rg(4) + dim(Nul(A)) =n
Entonces dim(Nul(A)) =n—r ycomo |[|[Av;|| =0,Vi=>r+1
los v; coni = r + 1 pertenecen al espacio Nul(A).




La matriz A € R™" se puede factorizar A = ULV' en donde U € R™™
y VE R™" son ortogonalesy X € R™" con

—0-1 0 07
2 0 _
3 = " T y X, = 07 . 9| siendo
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r) : : . :
0 0 - o]

0-120-22...20-1"

Para hallar la matriz ortogonal V hallamos una base ortonormal
{v1, V5, ..., 7} de R™ tal que ATA v; = A;v;
V=[v1 vy .. V4]




Para hallar la matriz ortogonal U usamos el resultado demostrado en el teorema,
item (2) u; = %, 1 <i<ryenelcasoquer <msecompleta auna base

ortonormal de R™ se tiene entonces U = [U1 Uz ... Upy]
Demostrar que A = UTV" como V' = V~! equivale a demostrar AV = UZ

Se tiene que Av; = oju; ,\1<i<r yAv; =0gm, Vi=1r+1

= [Avl sz Avn] = [AU]_ AUZ AUT 0 O] =
g, O 0 O 0
0 oy 0 O 0
loyuy, ouy .. ou, 0..0]=[U Uz .. Up]lO0O O .. o 0 .. O]=
0 0 0 O 0
0 0 0 O 0




2=, b 0 Ora(n=n) yZ, = 0% D Gendo
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7 1
emplo 1: Hallar una DVS de la matriz A € R3*%: 4 = |0 0]
5 5

A = UZV' en donde U € R3**3 es ortogonal, V€ R*** es ortogonal y T € R3*4

74 32

32 26
menor: 4; = 90,4, = 10, los valores singulares son g; = v90 = 3v10,

0, = VlO

Calculamos los autovalores de ATA = [ ] y los ordenamos de mayor a



Calculamos los autovectores asociados a 4; = 90,4, = 10 y formamos una
base ortonormal de R?,S; (4"A) = gen{[2 1]"} Sy, (AT A) = gen{[-1 2]"}

B = {vl = [ 7 \/_] , Uy = [—— ] }los vectores v; y v, formaran las
(2 _ 1]

columnas de la matriz V = \/13 \/g
V5 T‘

Ahora calculamos las columnas de la matriz U:

us se obtiene completando a una base ortonormal de R?: u; =

|
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Luego una DVS de la matriz Aes: A = ULV’
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jemplo 2: Hallar una DVS de la matriz C € R?*%: C = H ;

C= UZV" en donde U € R*** es ortogonal, V€ R**? es ortogonal y X €
szz

Calculamos los autovalores de CT'C = [421 g] y los ordenamos de

mayor a menor: 4, = 10,4, = 0, los valores singulares son
oy =V10, 0, =0




Calculamos los autovectores asociados a 4; = 10,4, = 0 y formamos una base
ortonormal de R?,S; (C"C) = gen{[1 2]"} S),(C"C) = gen{[-2 1]"}

B—{ = [+ i]T B iﬂl ¢ { in 1
== |F &7 2= NG _os vectores v, y v, formaran las

2
V5
(1 _ 2
columnas de la matriz V = 25 1@
NG
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ortonormal de R?: u,=

Sl &l

Ahora calculamos las columnas de la matriz U:

, Uy se obtiene completando a una base




Luego una DVS de la matriz Ces: C = ULV’
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Descomposicion en valores singulares reducida

Sea’A € R™™ una DVS de A = ULV en donde U € R™™ y Ve R™™ son
togonalesy X € R™" conV =[V1 V2 .. Up]lyU=[U1 Uz .. Up]
Si rg(A)=r definimos las matrices V = [V} ] yU=1[U, Upn_]. Luego:

Zr rx(n T)
O(m—r)xr O(m —-1)x(n—r)
regular porque contiene los valores singulares mayores que cero.

A=[U, U,_/] ] [ ] U2 V;"', observar que D es



Observaciones

teniendo en cuenta las definiciones de las matrices
V=[V Vi lyU=[U, Up—y] se tienen los siguientes resultados:
1) {uq,u,,.., U} es una base ortonormal para Col(A)

2) {uy11, Upy2, -, Uy} €s una base ortonormal para Nul(AT)

3) {v1, V5, ..., -} es una base ortonormal para Fil(4)
4){vy11, Vy42, ..., N} €s una base ortonormal para Nul(A4)

Para el ejemplo 1
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DVS reducida



Para el ejemplo 2

1 1 T 1 2]
VZ V2 V5 5
1

C = \/E [\/1_0] L/—lg \/%] DVS reducida
vz

Definicion

Sea A = U,X,.V,! una DVS reducida de A. La matriz A* = V.2 10T
es la matriz pseudoinversa de Moore-Penrose de A.

Teorema

Sea A € R™™" y sea A™la matriz pseudoinversa de Moore-Penrose de A
entonces Vb € R™: X = A™b es la tinica solucion por cuadrados minimos
de longitud minima de la ecuacion Ax = b y pertenece al espacio Fil(A)




Aplicaciones de la DVS

1. Soluciéon de norma minima por cuadrados minimos

Sea A= H %] hallar la solucion por cuadrados minimos de norma minima

del sistema Ax = [(1)]

a DVS reducida de la matriz A es A = [\/1_0] L/—lg %‘, calculamos la

I 1
SilaiSils
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V5
2

pseudoinversa AT = ;.2 1U] = [ \/1_01 [\/15 \/15]=
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Y la solucién por cuadrados minimos de norma minima es: X = A*b
1 1] 1]
s _ |10 10| [1]_ |10 :
g= 1 Y[ |%] € Fitca
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2. Normas matriciales

La norma inducida en E™*" por el producto interno: {A, B} = tr (BT A) como:
-1l R = Ry - Al = /{4, 4)

llamada norma de Frobenius.

1 2

Ejemplo. Sea 4 = (E )

) . Entonces:

JAl|p = \/tr (AT A) = \/tr (4 ‘f) — VT0

Este concepto puede extenderse a matrices A ¢ B™m*n,




Definicion. Una norma matricial es una funcion que asocia a cada matriz A € E™*™ un nimero
real || 4| tal que, ¥4, B € R™*" se cumple que:

LoflAlf =0y |

Al =0 A= 0gmen
2. |lcAll = [ef|| Al

3. A+ B| < |4 + || B

4. ||AB|| < || Al B

Se dice que una norma matricial es compatible con una norma vectorial || - || definida para vee-
tores x € B", si ¥4 € R™*" y todos los vectores x € B™ se verifica que || Ax| < |[A]||z]|.

Proposiciones.,

1. La norma de Frobenius es compatible con la norma euclidea definida en E™ comao

|-l B s Ry - el = /Y0, 22,V € B,

2. La norma de Frobenins es una norma matricial.

3. Si dos matrices A, B € B™*" son ortogonalmente semejantes entonces || A||lp = || B F.




La descomposicion en valores singulares proporciona una expresion simple para ciertas expre-
siones que involucran normas matriciales. En particular, la norma de Frobenius esta completa-
mente determinada por los valores singulares de una matriz, como lo demuestra el siguiente

Teorema. Sea A ¢ """ v sean a, - -+ , 7, todos los valores singulares distintos de cero de A.
Entonces:

|Allp = o} + - +o?

La demostracion de este resultado se basa en que si A € B™"" v (Q es ortogonal de m = m.
entonces ||(QA|rp = |4 r. En efecto:

=t

1QAIF = tr((QA)T(QA))
= tr (AT(QTQ)A)
= tr(ATA)
= [|A|I%



Sea A = UXVT, Entonces:
2 rT 2 T2 7T 12 e d 12 2 2
[Alle = UV e = [|EV7 [ = [(EV ) F=VE F=ei + -+ o;
que conduce al resultado.

Observar que la norma de Frobenius de una matriz de m = n es ignal a la de su transpuesta.
como se deduce de su definicion.

1 2

2 1
Luego, una forma alternativa de caleular la norma de Frobenius de A es:

|A|E = /o2 +02 =v324+12=VTD

Continuando con el ejemplo anterior, los valores singulares de 4 = ( ) son op = 3, a9 = 1.




3. La forma de producto externo de la DVS

Sea la matriz A € R™*", con valores singulares oy 2 99 2 -+ Z o, >0y o, = =g, =1,
donde r es el rango de la matriz A. A partir de la descomposicion en valores singulares reducida

-crl oo D] -’UT-
A=USV =luy ou] |t o | =
0 - o 1,'::'"

efectnando el producto se obtiene:

= ..r:rlultrf R = r.rruruT

= U 7™ i

Esta expresion se conoce con el nombre de forma de producte erterno de la descomposicion en
valores singulares. Cada uno de los sumandos es una matriz de rango 1.




2 0 (01 2 ol o 1
Ejemplo. Sea la matriz 4 = {0 -3} = -1 0 [{] E] 1 0
0o o 0 o)L 2 2
"'-_.F_:.,._-" Er 1__-;-1-
0 1 0 0] 2 0
=3|-1{ [0 1J4+2|0][1 0]=|0 =3[ +|0 O
0 0 0 o 0 0
e g - L. o - L e — b _v.p—-"
Ay Az rgi Ay =1 ref Azl=1




Toda matriz A € E™"" se puede escribir como el producto 4 = RQ. donde R es simétrica
semidefinida positiva v () es ortogonal.

En primer lugar, a partir de una descomposicion en valores singulares de A:

A=vsvi =vs (U vt = (usu™) (ovh)
Rt

A continuacion probaremos que ambas matrices tienen las propiedades requeridas.

Recordemos que una matriz C' € R™*" es semidefinida positiva si y sélo si €7 =C' v
27 Cr =0 ¥reR™

RT = (™)' = sty

Como R € R™" la matriz & € R™" v es diagonal; por lo tanto £ = &: luego:
R'=USUT =R
Ahora, dado que la matriz & tiene elementos positivos o cero en su diagonal principal, resulta:

T T
TRy = 2TUsUTy =270 (v’i) VEUT = (V'E-UTE) (V'E-UT.T)
= |WEUTz|* =0 VreR"




Con respecto a la matriz Q, se trata del producto de dos matrices ortogonales IV v V71, que es
tambien ortogonal.

Ejemplo. Una DVS de 4 = [{l] [l}] es:

SRR

V2 u]

0 0

yQ=UV"= [[1] {1]] [_lf;fﬁ i::ﬁ - [—1{;‘:*’2 ﬁﬂ

Finalmente: Y [ V2 ﬂ] [1 V212
0 0 |[-1/vZ 1/V2

Determinamos R = USUT = [

es la descomposicion polar para A.




