O Formas Cuadraticas

Una forma cuadratica en R"™ es una funcion @) : R" — R que se puede expresar en la forma

Q(z) =zl Ax
con A € R"*" simétrica.
Algunos ejemplos:

Ejemplo 1:

52 T _ (9 0 _ (%1
QR — R Q(x) =x AxconA = (0 _4) y efectuando el producto con x = (Xz)

podemos escribir la férmula finalmente como Q(x) = 9x4% — 4x,?
En general, si A € R"*" es diagonal se tiene que
2 2 _ Z 2
Q(T) = A11T7) + -+ App Ty, = ALy -
1<i<n

A este tipo de forma cuadratica se la denomina forma diagonal o sin productos cruzados.
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Ejemplo 2:
o Q:R3 = R Q(x) = 2x;2 — 4x{Xy + X{X3 + 5X,° + x32 escribimos esta férmula como
— X4 2 -2 -
producto de matrices Q(x) = x ' AX con X = (Xz) y A=l-2 5 0
X3 1 0 1
2

En general, si A € R™" es simétrica v Q(z) = 2! Az entonces

Q(r) = Z a-i-i$?+2 Z i TiT ;.

1<i<n 1<i<5<n

Ejemplo 3:
- 2 _.T (2 1 .
Dada la funcion Q: R* — R Q(xX) =x'BxconB = (_2 3) podemos decir que es una

forma cuadratica?
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Es claro que la matriz no es simétrica......pero, a no apresurarnos ya que

xTBx = (X1 X2) (_22 é) C;) = (2x1 — 2X; X+ 3Xy) (ii) =

1
2 =3\ x
=2x1% — 2X1Xp + XXp + 3% = 2% 2 —xixp +3x.2 = (X1 X)), 7 (XD
2
1
2 73
y ahorasi Q(x) = x'Bx = x'Axcon A = " simétrica.
-2 3
2

En general, si Q : R” — R esta definida por Q(z) = 27 Bz, con B € R™™" no necesaria-
mente simétrica. como

t!'Br = (2!'Bx)f =2'B'2 = 2Q(z)=2'Bx+2'Bls =21 (B+ Bz,

se tlene que
B+ B
Q) =" (257 )

L. T .
y por lo tanto Q(x) es forma cuadratica, ya que A = (B —|—28 ) es simeétrica.
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\/ Eliminacién de productos cruzados
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Consideremos la forma cuadratica Q(x) = xT Ax con A € R™" simétrica.

Con el objetivo de simplificar la expresion de Q(x) eliminando los términos de producto
cruzado, hacemos un cambio de variable x = Py siendo P una matriz ortogonal que
diagonaliza a la matriz simétrica A.

De este modo como A = PDPT

Q(x) =xTAx = (Py)TA(Py) = yT(PTAP)y = y"Dy = Q (y)

pr 0 0 0
Y asi _ A — vTpy = 2 2 4 ... 2 D_O.uzﬂﬂ
asi Q(x) = Q) =y Dy = my1° + poyo” + -+ upyp“conDy=| "~ "% .7
0 0 0 u,

Recordando que la matriz P tiene por columnas una base ortonormal de R", formada por
autovectores de la matriz A.
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Teorema 1 (Teorema de los ejes principales) Sea A € R"*" simétrica. Entonces existe
un cambio de variable ortogonal x = Py (P € R ™ es ortogonal) que transforma la forma
cuadratica Q(x) = T Az en una forma cuadrdtica sin productos cruzados, es decir,

Q(x)=Q(y) =y'Dy,  sixz= Py,

con D € R"*" diagonal. Ademas, los elementos de la diagonal de D son los autovalores de A y
las columnas de la matriz P son autovectores de A vy forman una b.o.n de R".

Ejemplo 4:

Consideremos Q: R —» R Q(x) =x'AxconA = (é i)

Es decir Q(x) = x{2 + 10x,X, + X,°



/] ¥a
u La matriz A tiene autovalores py = —4y p; = 6y autoespacios asociados S, = gen {(_11)} y

0% s-em(()

Proponemos entonces el cambio de variables dado por x = Py con P ortogonal para llevar Ia
forma cuadratica a una sin productos cruzados usando el teorema de los ejes principales, ya que
siendo A simétrica sabemos que admite una diagonalizacion ortogonal.

Es decir, existe P ortogonal: A = PDPT donde la matriz P se construye eligiendo por columnas
a autovectores de la matriz A asociados a cada autovalor, de norma 1.

De manera que

L

V2 V2
1

VZ 2

Usando P = se llega a la forma cuadratica

AW =yDy=01 v2) (7" D) ()= —4y.® + 6y,

0 6/\Y2
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El cambio de variable que hemos efectuamos para eliminar los productos cruzados puede ser ~_/
interpretado geométricamente de la siguiente manera:
Llamemos uy al primer vector de la b.o.n. B ( que es la primera columna de P) v us al segundo
vector de B (segunda columna de P). Entonces, si # € R? y = Py tenemos que
v =Py = [uy us][y1 yo]" = yrus + yous,

con lo cual y no es otra cosa que el vector de coordenadas de = en la base B, es decir, y = |z|p.

[ G = )

Q(z) = a3 + 10z + 23 'II NG _
A8 TIEI6 T e a2 40 T8 e e L a6 T80 42 e A8 11181120122 P:[ul uZ] con Hl :[ - y
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Q (y) = —4y,% + 6y,2 es el valor de Q(X) = x;2 + 10x;x, + X2 pero en funcidn de las
coordenadas de x en el sistema cartesiano y;y,.

A las rectas que generan las columnas de P se las denominan ejes principales de |la forma

cuadratica Q.

12

Es usual tomar a la matriz P con el det(P) = 1

pues de esa manera el sistema de ejes ortogonales

definidos por las columnas de P se obtiene

los ejes cartesianos originales

rotando



u Clasificacion de formas cuadraticas
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Definicion. Dada una forma cuadratica (Q : R" — R decimos que () es:
a) Definida positiva (d.p.) si Q(x) > 0 Va € R" — {0}.
b) Semidefinida positiva (s.d.p.) si Q(x) = 0 Vo € R".

)

)

¢) Definida negativa (d.n.) si Q(x) < 0 Vax € R" — {0}.

d) Semidefinida negativa (s.d.n.) si Q(z) < 0 Vo € R".
)

e) Indefinida si no es ninguna de las anteriores, es decir, si existen x v ™ tales que Q(x) > 0
v Q(z") < 0.

Definicién. Dada una matriz simétrica A € R"™*", decimos que A es definida positiva, se-

midefinida positiva, etc, si la forma cuadratica asociada Q(z) = z! Ax es, respectivamente,

definida positiva, semidefinida positiva, etc.

Algunos ejemplos:

4
Do
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X1
e Q:R>*—R Q(Xz) = 3x,% + X% + 4x3% > 0 Vx # Ogs =
X3
Q es definida positiva.
X1 0
e R >R Q|X2|=—x%—-3x32<0vx€eR?® y Q[ 1] =0, Qessemidefinida
X3 0
negativa.
X1 1
e :R> >R Q|X2|=4x°+ x,° —2x3°enestecasoQ| 0| =4
X3 0

1

0
y Q (0) = —2 de modo que (Q es indefinida.
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De acuerdo con los ejemplos anteriores cuando la forma cuadratica carece de términos de

pe 00 0
: _ T _ [0 u 0 O

producto cruzado, es decir cuando Q(x) =x"DxconD =| ~ "%
00 0 m

Se tiene que Q es:

definida positivasi u; > 0Vj
semidefinida positiva si yu; = 0 Vj
definida negativasi u; < 0Vj
semidefinida negativa si u; < 0 Vj

indefinida si existen un par de indices i, j talesque u; > 0y u; <0



Si Q(x) = xTAx con A simétrica, empleando nuevamente el cambio de variables dado por

x = Py con P ortogonal , eliminando los términos de producto cruzado , tenemos que

Q(x) = yI'Dy = Q (y) con D diagonal.

Como Q y Q tienen el mismo signo, y el signo en el ultimo caso esta determinado por los

elementos de |la diagonal , que son finalmente los autovalores de A, podemos concluir que :

Teorema 2

Sea A € R™™ simétrica con autovalores uy, iy ... iy, , entonces Q(x) = xT Ax es

e definida positivasi pu; > 0Vj

¢ semidefinida positiva si uj = 0 Vj

e definida negativasi u; < 0Vj

e semidefinida negativasi uj < 0 Vj

e indefinida si existen un par de indices i, jtalesque u; >0y u; <0

u-\/ v
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Ejemplo 1:
X1 2 0 1\ /X1
QR*—>R QX2 |=(X1 Xz X3)[0 4 0]|x2
X3 1 0 2/ \X3
2 0 1
ComoA=|[0 4 0 )essimétricaytiene autovalores
1 0 2

W =4 ; pup, = 3ypu3 = 1= Q esdefinida positiva.

Ejemplo 2:
Determinar para que valores de a

Q: R3 — RQ(X) = 3%, 2 + 4x;X,+3%,° + (a2—9)x3° es semidefinida positiva

""\/ D
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X1 3 2 0 X1
Escribimos Q(Xz) = (X1 Xz X3) (2 3 0 )(Xz) y siendo
X3 0 0 a?—9/ \X3
3 2 0
A= (2 3 0 ) simétrica, necesitamos pedir que sus autovalores sean mayores o iguales
0 0 a*—9

que Cero.

Los autovaloresde Ason py =5 ; pp =lypz; =a? —9

Siendo pu; =5 y p, = 1 mayores que cero, pedimos entonces que:

u;=a’—-9>0 @a’*>9e a3 a>36a< -3

Conclusion

La Q es semidefinida positva© a =3 0a < —3
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Conjuntos de Nivel

Vamos a ver ahora cémo el cambio de variables que elimina los productos cruzados nos ayuda
en el estudio de los conjuntos de nivel de una forma cuadratica. (En este punto se presupone
que el alumno conoce las ecuaciones candnicas de las conicas y las cuadricas. )

Dada una forma cuadratica () : R™ — R, para ¢ € R se define el conjunto de nivel ¢ como

N(Q)={z eR": Q(z) = c}.

Es decir, N.(Q) es el conjunto de todos los puntos de R™ en los cuales () toma el valor ¢. Si )
representa una temperatura, el conjunto de nivel es lo que se conoce como isoterma, si () fuese
una energia potencial en R?, entonces el conjunto de nivel es lo que usualmente se denomina
superficie equipotencial.

Para determinar qué tipo de conjunto es N.(Q), empleando un cambio de variables = = Py
que elimine productos cruzados, tenemos que Q(x) = Q(y) = y! Dy con D diagonal, y que, para
un dado ¢ € R,

Qa)=c = Qy=c

e 0



—
Entonces, teniendo en cuenta la interpretacion geomeétrica del cambio de variables, tenemos que

el conjunto de nivel NV.(()) se obtiene rotando adecuadamente el conjunto de nivel N.(()) (los
ejes 1; se hacen coincidir con las rectas generadas por las columnas de P). En particular, ambos

conjuntos de nivel tienen la misma forma geométrica.

Ejemplo:

Consideremos Q: R - R Q(x) =xTAxcon A = %(g g) . Queremos graficar el conjunto de nivel
Q(x) =16

Es decir, Q(x) = gxlz + 3x,x, + %xzz =16

Lanmatrizc4 tiene autovaleres U = 4 Y Uy = 1 Y autoespacios asociados SM1 = gen {(1)} y

5

= gen{(2))} 0
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Proponemos entonces el cambio de variables dado por x = Py

ConPi=

NlHNlH

Nl= S

o

QW =y™Dy=01 2) (g 2) (ﬁ) = 4yf +y3

Comes 0.0 = gxlz + 3x1x; +§x22 =16 =0 (y) =4y + y? =16

La curva de nivel resultante es una elipse cuya forma candnica es:

yi i i
pradyie=
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Ejemplo:
X1 Za Ot X
Considerando Q: R3 - R QX2 |=(1 X2 x3)[0 4 0](*2] .Queremos
X3 15280 crE 2/ N
graficar el conjunto de nivel Q(x) = 144.
Es decir, Q(x) = 2x2 + 4x5 + 2x% + 2x,x5 = 144
A tiene autovalores
w1 =4 ; u, =3yuz =1 yautoespacios asociados
iks t
0 V2 V2
Sy, =geny| 1 ]¢, S, = gen (1) y Sy, = gen O1
0 s =
V2 V2
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Proponemos entonces el cambio de variables dado por x = Py

)

ConP=|1 Q (y) = y"Dy = 4y? + 3y? + y?

Nil= e Nl
sk oSl

Como, Q(x) = 2x2 + 4x2 + 2x% + 2x,x3 = 144 = Q (y) = 4y? + 3yZ + y2 = 144
La superficie de nivel resultante es un elipsoide cuya forma canonica es:

Wi s ]
62 + 2 122 =2
V48




2x% + 4x% + 2x% + 2xyx3 = 144
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\/ | Ejercicio 6 de la guia 6
6. Sea (-,-) : R™ x R™ — R el producto interno canénico en R™ y sea A € R"*",

'

Demostrar que

(@, y) o = (Az,y)

define un producto interno en R"™ si1, y s6lo s1, A es definida positiva.

H)< x,y >4=< Ax,y > define un producto interno = T)A es definida positiva (simétricay si
x#0 (xTAx) > 0)
 <x,y>,=<Ax,y>= (Ax)Ty = xTATy = (xTATy)T = yTAx (1)
<y,x >,=< Ay, x >= (Ay)Tx = yTATx (2)
De(1)y(2)AT = A
o <ax,y>,=<Aax,y>= (Aax)Ty = (ax)TATy =axTATy =a (Ax) Ty =a<x,y >,
se cumple VA
s <x+zy>;=<Alx+2),y>=AMKx+2)Ty=x+2)TATy =xTATy+ zTATy =
<Ax,y >+< Az, y >=<x,y >+ < z,y >, se cumpleVA
o <x,x>,=<Ax,x >= (Ax)Tx = xTATx = (xTATx)T = xTAx >0 Vx#0
— A es definida positiva.
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H) A es definida positiva (simétrica y six # 0 (xTAx) > 0) =
T)<x,y >4=< Ax,y > define un producto interno

silylylos i = =AW Ty — DAL YE== e AL )iy s — dy A Sioa = A & o

= A (AN e = Ay, X =<y T A es simétrica

<ax,y >,=<Aax,y >= (Adax)Ty = (ax)TATy = axTATy =a (Ax) Ty =a<x,y >,
se cumpleVA

<x+zy>,=<Ax+2z)y>=AMKx+2)Ty=((x+2)TATy =xTATy+ zTATy =

< Ax,y >+< Az, y >=<x,y >+ < z,y >4 secumpleVA

<x,x>=<Ax,x >= (Ax)Tx = xTATx = (xTATx)T = xTAx >0 Vx+#0

A es definida positiva



