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%/ ~ OPTIMIZACION DE FORMAS CUADRATICAS CON RESTRICCIONES
Nos interesa ahora resolver el siguiente problema

Dada una forma cuadrética Q: R® — R Q(x) = xT Ax buscar el valor maximo o el valor

L Q X . L Fo. .
minimo de ﬁ para x # Ogn o tambien buscar el valor maximo o el valor minimo sujeto a una
X

restriccion ||x|| = 1, que también podemos escribir como xTx = 1 y que llamaremos restriccion

estandar

La respuesta es bastante inmediata cuando la forma cuadratica Q carece de términos de
producto cruzado, como observaremos en el siguiente ejemplo:

Q:R3 — R Q(x) = 2x;%2 — 3x,2 + 4x32

Como 2x,%2 < 4x,%y —3x,2 < 4x,% entonces se puede escribir que

2x1% — 3x,2 + 4x3% < 4x.% + 4x,% +4x3% = 4(x1% + x,2 + x32) = 4|x]|?

es decir Q(x) < 4||x]|? (1) = \ /



-

De manera analoga
Como — 3x;2 < 2x;2y —3x32 < 4x32 podemos escribir

—3x;2 — 3x3%2 — 3x3%2 = 2x,% — 3x,% +4x3% y asiresulta —3(x1% + x52 + x32) = Q(x)

=3Ixll* = Q(x) (2)

De (1) y (2) escribimos —3||x]|? < Q(x) < 4||x||? Vx € R®

Resulta —3 < 22 < 4.5 x = Opa

lxllz

Podemos concluir que : </

, Q , Q
MIN x| 20 ( (x)) = —3 y que maxy| zo (ﬂ) =4

] lIx]1?

. . - Q X s
Para determinar que efectivamente el min <o (#) — —3 alcanzaria con encontrar vectores N —
X

0 0
en los que se alcanza efectivamente ese valor por ejemplo Q (1) =Q (—1) = —3vyde

0 0
0
manera analoga observar que el max,|zo (%) = 4 serealizaenx = +|0 |
1 N’ 1 \\.
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. P Q(x
A fin de encontrar todos los vectores sobre los que se alcanza el min | «o (—” (”i
X

veremos primero donde vale la igualdad Q(x) = —3||x]|?
Planteamos entonces que:
2x1% — 3x,% +4x3%2 = Q(x) = =3||x]|? = —3x;%2 — 3x,%2 — 3x3°

Resulta pues que : 5x;2 + 7x32 =09 x; = x3 = 0,Vx, € R

0
Los vectores llamados minimizantes son de la forma x,, = | x, |,Vx; € R
0
Si agregamos que ||x]| = 1 hemos encontrado para este problema los dos vectores donde se
realiza o alcanza el valor minimo de la forma cuadratica Q (x)
0
Es decirx,, = +1] 1
0
o . Q(x)\ _ -
Razonando de manera similar podemos encontrar que maxj x| zo =2) = 4 se realiza en los
X
0
vectores llamados maximizantes que en este caso seranxy; = +| 0
1

f

NS
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Observe que en este ejemplo el maximo y el minimo de valor que toman los cocientes =2
(z # 0) (denominados cocientes de Rayleigh). son. respectivamente, el maximo y el minimo
coeficiente de la forma cuadratica. Ademas. los maximizantes (minimizantes) son los vectores
que tienen nulas las componentes correspondientes a los coeficientes de la forma cuadratica que
son distintos del maximo (minimo).

Caso general
Estudiemos ahora el caso general, es decir Q(x) = 27 Az con A € R™" simétrica.

Sean P ortogonal v D diagonal tales que A = PDPT. Recordemos que D tiene en su diagonal
a los autovalores de A y que las columnas de P son autovectores de A.

Llamemos Ayr v A, al maximo y al minimo autovalor de A respectivamente, v supongamos
que hemos ordenado los autovalores de A en forma decreciente, que Ays tiene multiplicidad r v
que A, tiene multiplicidad £, es decir

}"f'lf = }.‘1 — )t-r < }"'f'-l-l E R )'Ln__tH.l — = /\n — )‘--m.-

"/

<7 ®
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Entonces, si P = [uj - - - u,| tenemos que
Sy = gen{uy, ... up} N O e =2 TR Ay e 5 U
Con el cambio de variable x = Py la forma cuadratica ) adquiere la expresion
Q(z) =Q(y) =y "Dy = Myi + - + Ay,

Teniendo en cuenta que

)\-ﬂ? = }.;..;y? paratodol <i<r vy }..,-_1? < /\Myf para todor + 1 <1 < n,

deducimos inmediatamente la designaldad

Q(z) = )\IU% L (R /\'1le/721. < )\M(yf R 9721) = /\AI”'!/“2'

Como P es ortogonal, y por lo tanto ||y|| = ||z|/, resulta

Q(z) < Aullz||* Vz e R™.



Por otra parte, teniendo en cuenta (.3) vV que
)\iyiz > )xmyf paratodol <i<n—Fk v )xig;.? = )\my;?‘ para todon —k+1<i <n.
resulta la desigualdad
Q(x) = Myi + -+ Mavh = MW7 + -+ +v2) = Allylf*.
v de alli, teniendo en cuenta nuevamente que ||x| = ||y|, obtenemos

Q(x) > \pllz||* Yo e R™.

En resumen, hemos probado que
Anllz||? € Q(z) < Aml|z|?, VzeR",

y por lo tanto que

T 2
max Q 2) < Am y min Q 2) = Aeii
lzl|#0 ||| lzl|#0 |||
—
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Ahora veamos que el maximo es Ays v que el minimo es A,,. Para ello basta exhibir vectores

. - . (x o CQlx B
'y 2 tales e 90 — Ayy v 95—,

Como estamos interesados en hallar todos los maximizantes y todos los minimizantes. pro-
cedamos como en el ejemplo anterior. Primero busquemos los x que verifican la igualdad

Q(z) = Mullz|>.
Como = = Py. |z|| = ||yl| v Q(z) = y" Dy. esto es equivalente a buscar los y que verifican la
igualdad
)‘ly% T T }"ﬂ'ﬁr'g. = }'kj'.f||',i;'||2-

De (4) se deduce inmediatamente que estos resultan ser todos los y de la forma

y=1[y1-yr 0---0]".
Luego, los = que verifican Q(x) = A0 ||2[|? son aquéllos de la forma

r=Plyr-y 0---0]" = yrug + youg + - + y,u,.
Como {uq,....u,} es base de Sy,,. hemos demostrado que

Q(r) = )'MHJU”2 — T E ‘S)\n-f'
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Por lo tanto.

Q(x)

||nl||d72{ EE = Ay Y el maximo se alcanza en los x € Sy,, — {0}.
T 0 || ’

Respecto de los minimizantes, procediendo en forma similar se deduce que
) = Al S
Q(-l) — m”t}j” —= T € O)\p, s

con lo cual
Q(x)

min = A v el minimo se alcanza en los z € Sy, — {0}.

|z||£0 |||

Si ahora imponemos la restriccion ||z|| = 1, de lo anterior resulta inmediatamente que

max Q(x) = Ay, min Q(x) = A,
z||=1 =|=1

que el maximo se alcanza en los = € §,,, tales que [[z|| = 1 ¥ que el minimo se alcanza en los
x € 8, tales que |z| = 1.



) Teorema 3 (Rayleigh) Sea A € R"™*" simétrica y Q(x) = T Ax. Sean \yy y N\, los autovalores
mdzimo y minimo de A respectivamente, y sean Sy,, y Sx,, los respectivos autoespacios. Entonces

1. Azl € Q(x) < Ayfl|z]|? Vo € R (Desigualdad de Rayleigh).
Ademds, Q(x) = A\, |[z]|? si y solo si x € Sy, y Q(x) = Arl|x||? siy sdlo six €8,,,.

5 " Q(I) ==X 4 ’,u. 3 3 o) a*
2. MAX||z||0 Tzl = AM Y el mdximo se alcanza en los x € Sy,, — {0}.

S ming 2o %ﬁ) = A\ y el minimo se alcanza en los x € S, — {0}.

En particular, max, = Q(z) = Ay (resp. min, =1 Q(x) = Ay y el mdzimo (resp. minimo)
se produce en los autovectores unitarios asociados a A\yy (resp. Ay ).
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Ejemplo

5 3 0
Consideremos la forma cuadrdtica Q: R®> — R Q(x) = xT (3 5 D) X

0 0 8
Con el polinomio caracteristico p4(1) = ((5 — A)* — 9)(1 — 8)

Y autovalores Ay = A, =8y A3 =2

Esdecirdy =8y 4, =2
Por lo que max,=1Q(x) = 8y minj=1Q(x) = 2

Para calcular los vectores maximizantes y los vectores minimizantes consideramos los
subespacios propios

ST
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1
V2
Entonces min),=1Q(x) = 2yserealizaenx,, €S, :x, =+ _iz
0
L
V2 0
Para hallar los vectores maximizantes expresamos xy =a| L |+ |0 ): a? +B% =1
V2 1
0
En este caso son infinitos los vectores donde se alcanza el max;, =1 Q(x) = 8 o

Notamos que en este caso hay un niimero infinito de maximizantes y que todos ellos se encuentran
sobre la circunferencia de radio 1 centrada en el origen que esta contenida en el plano Sy, .

1 1
7z SRR 5 3 0\[ 73
Observacion: Q| _ 1 |=(= —= O 3 5 0l _1]=2
J’E v 0 0 8 oﬁ

. ., o =
( no deberia Ilamarnos la atencion ) S
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Ejemplo:

Sy

Veamos ahora el siguiente caso

Se trata de minimizar la forma cuadrética Q(x) = x;% + x,% = ||x||? sujeto a |a restriccién dada
por R(x) = 9x,% + 4x,° = 36

Claramente esta restriccion no es la llamada estandar

De manera que lo primero que haremos es un cambio de variable que nos permita
“estandarizar” la restriccion

2 2
- 9 4 . X x
Para esto escribimos £x12 + gxzz = 1y de manera conveniente (?1) + (?2) =1

X X . ..
Llamando ahora ?1 =2z, Y ?2 = 7, larestriccion queda ahora z;% + z,% = 1=||z||?

Volviendo a la forma cuadratica a optimizar, debemos expresar la misma en terminos de las
variables de la restriccion.

De manera que Q(x) = x,2 + x,%2 = (221)? + (32,)? = Q(2)
[ S o’
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Asi el problema de minimizar Q(x) = xlz + xgz sujeto a 93{12 + 4;!::22 — 36 nos lleva a buscar
—/ el minimo de Q(z) = 4z,% + 9z,% sujeto a z;%2 + z,%2 =

Y este problema ya sabemos como tratarlo

Q_(Ej — (21 ZZ)T (g g) (;;) donde mi'ﬂ”z”=1Q_(_,_Zj = 4.\,;zm =+ (é)

. . . . . X1 X .y -
Volviendo a |a variable original con el cambio que realizamos S =% 3 =% escribimos:

() =6 3)@)vasiom=£(5 3)(o)+()

YQ (i (2)) = 4 que es el minimo que estabamos buscando.

N’

o \o/
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Dado que Q(x) = x;% + x,% = ||x||* se trata de la funcién distancia al cuadrado, este
problema también podria pensarse geométricamente ya que siendo

Observacion

R(x) = 9xy* + 4x,* =36 © R(x) = x7 (g g)x

de manera que R es una forma cuadréatica y en este caso N3g = {x € R?: R(x) = 36}

Este conjunto de nivel corresponde a los puntos de una elipse de ecuacion

(%)2 + (%)2 = 1y los puntos mas cercanos al origen son x,,, = * (g)

Y también tenemos los mas alejados que son xp; = * (g) .




/ En general. el problema de minimizar o maximizar una forma cuadratica 2T Az, con A €
R™*™ simétrica. sujeto a la restriccion sin productos cruzados

T Az = /\11f% + -0 /\11,117,2, =1, con \; > 0Vi,

T

se reduce a uno con la restriccion estandar z! 2 = 1 efectuando el cambio de variable

E]_ — '\r‘ }‘*].1111 ey zﬂ — /\ﬂ.i"n!

que en forma matricial se expresa

RV2VREE 0 ]
: : ~1

2=Ar con A"= ., (r=A""2).

() An




En efecto, con ese cambio de variable tenemos que

2T Az = 2T A %2 = (A 2)T (A*2) = 272,

y que,
ol Az = (NI TAN ) = 2T(Aa A )2

Luego, llamando A* = A*"1AA*~L, tenemos que,

H

max 2! Az = max 2! A 2z,
T Ar=1 2T 2=1

v que = maximiza x! Az sujeto a la restriccion ' Az = 1 si v sélo si x = A~z v 2 maximiza
2T A%z sujeto a 2T z = 1. Lo mismo vale si cambiamos méximo por minimo.
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Ejemplo
Un poco mas complicado proponemos ahora el siguiente problema de optimizacion

Dada la forma cuadrética Q (x) = xT (3 ;) X queremos buscar el maxg =1 @ (x) donde

R(x) =xT (i ;,) x una forma cuadrética definida positiva .

Con el objetivo de “estandarizar” la restriccion trabajaremos primero con R

(2 1 .
Sea B = (1 2) la matrizde R .
_ . _ 1\ . _ —1
Con autovalores f4 —. 3y p> —. 1ySp, = gen {(1)] ; Sp, = gen {( 1 )} de manera que
1
_ [ V2 V2 : : . L
construyendo Pg = | 1 podemos realizar un cambio de variables en |a restriccidon para
V2 V2
. . o 2 1 — 3 0
: — T _ — T
diagonalizarla y escribir: R(x) = x (1 z)x conx = Pgy comoR(y) =y (0 1)y

o también R(y) = 3y,% + y,?
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De manera que: R(x) = x7 @ ;)x =1 Rly) =y’ (3 U)y =1 3y,°+y,2=1

0 1

1
— zZ
Escribiendo ahora que V3y; = z; y ¥, = Z, y matricialmente como @;) — (ﬁ 0) (z;)
0 1
queda finalmente z;% + z,% = 1 es decir, con los cambios realizados, logramos estandarizar la
restriccion.

Rx)=1<R(y)=1<R(2) =1

1

1
= ——=\/1
— Z — z
con x = Pgy = Ppg \(v@ U) (2;)} = ? lﬁ (v@ ﬂ) (21)
01 7w/ VT

. L .- — . Z1
Ahora necesitamos escribir Ia forma cuadratica a optimizar en la variable z = (22)

Realizamos los mismos cambios:

o/ — o/



> 0
=Q(2) == 22) (5
0 1

El problema ahora es buscar el

)

Zq
Zz)

Maxp(x)=1Q¢ (X) © Maxgz=,0(2)

"/

N’

\o/
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Es decir, llegamos a un problema estandar que ademas para este caso particular quedo sencillo

. : - , 5 :
pues Q(z) tiene asociada una matriz diagonal por lo que maxIﬁ:lQ(z) =3yse realiza en los

= (2)

Verificamos que efectivamente

1 1 1 1
— —=\ /1 — ——=\/1
V2 v21[= 0})\/1 3 2 2 V2 [= 0)/1 5
I (”’UE 1) (0) (2 3) N (”f 1) (u) E
V2 2 2 2
L 1\ /1 L
Que no es otra cosa que el valor de @ en el vector x; = v(li lﬁ (ﬁ 0) (é) = 413
: w2/ 1 V6

, , -1
Andlogamente si calculamos usando z,; = 0



5
En resumen maxg,)=1Q(x) = 3 Sy se realiza en los vectores xp; =

_ Q(x)=3xZ+3x2+4x,x,

2x2+2x24+2x1%, = 1

*

ml"‘ml"‘
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Comentarios finales:

—y

Si por el contrario el problema final hubiera quedado sin una matriz diagonal, habria que volver

da empezar.

e Buscando la matriz simétrica de la forma cuadratica Q(z)
e Diagonalizar la matriz simétrica a fin de encontrar el A, y los vectores sobre los que se

alcanza
e Unavez hallados en la variable z con los cambios efectuados anteriormente

encontrariamos los x,; que pedia el problema original

Es verdad que todo este procedimiento lleva algunas cuentas adicionales, pero las mismas no
son mas que operaciones entre matrices.



\—/ Ejercicio 11 de la Practica 6
"’
11. Sean Qi,Qs : BR? — R las formas cuadraticas en R? definidas por )

Ql(ﬂ?) = Ir1&z2, QQ(:I:) = 9:6% + 3.?:3 — 8xq19.
Hall 1 1 _
(a) Hallar le(lxa)x:lQl(fﬂ) y QEI?EZIQl(fﬂ)

(b) Hallar y graficar el conjunto de todos los z € R? tales que Q2(z) = 1 v que

maximizan Q(x).

(c¢) Hallar y graficar el conjunto de todos los & € R? tales que Qa2(z) = 1 v que

minimizan Qq(x).

1
0 =
Dada la forma cuadratica Q; (x) = xT L [2] X queremos buscar el maxg, (,)=1 @1 (x) donde
2
{9 —4 » . " ~
Q,(x) =x (_4 3 )x una forma cuadratica definida positiva.
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Con el objetivo de “estandarizar” la restriccion trabajaremos primero con Q,(x)

9 -4
—4 3

e

-’ Sea B = ( ) la matriz de 5 .

Con autovalores f; = 11y f, =1y Sp = gen {(_21)] ; S, = gen {G)} de manera que

2 1
_[E T | | | -
construyendo Pg = | _; 5, | podemos realizar un cambio de variables en la restriccion para
V5 45
11 0

diagonalizarla y escribir: Q,(x) = xT (_94 _34) X conx = Pgy como Q(y) = yT( 0

o también Q,(y) = 11y,% + y,?

De manera que: Q,(x) = xT (_94 _34)95 =1o0Q,(y) =11y, +y,2 =1

© < - u

1

)y
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</
Y1 — 0)/Z
Escribiendo ahora que v11y; = z; y y, = Z, y matricialmente como ( ) = | V11 ( )
V2 0o 1/ \%2

queda finalmente z;% + z,% = 1 es decir, con los cambios realizados, logramos estandarizar la
restriccion.

Q) =100 =102 =1

2 1
L YA NN i 7z
conx = Pgy = Py \(Jﬁ 0) (21)] = ﬁ Vf (v’ﬁ U) (zl)
0 1/ = 7/ \0 1 2

" d



Realizamos los mismos cambios:

o 1 2z 1
5 5
Ql(x)sz l [2} X = g 2
2 V5 5
2 1\ 4 ' o 1L
{15 F)(= ) (.
= =/\0 1/ > 0

V5 /5 2

-2 3

_~ 55

=0Q1(2) =(z1 22)| 7 1oyt (

t

T
0
)| s
2
2z 1
V5 5
-1 2z
V5 5

(e T ST =Y

al™ Gl

41
Y2
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- El problema ahora es buscar el

— maxg, x)=101(x) méx@;@:l@; (z)

Es decir, llegamos a un problema estandar donde las cuentas no son amigables, pero pueden
realizarse,

En este caso los autovalores son ff; = 2—12 (4+3V3)ypB, = 2—12 (4 — 3v/3)

(_8¢1—111+5m) (-sm-sm)
”Fi”(_smwmm V2= -smn-sm
P e



Q,(x) = 9x% + 3x% — 8xyx, = 1

A
ol



) 4

Un ejemplo mas:

Sy

Hallemos, si existen, los valores maximos y minimos de Q(x) = x;% + x,° = ||x||* sujeto a una

7 =26
. -, . .. . . ..T 5 5 _
restriccion no necesariamente definida positiva, como R(x) = x 56 32 |Xx=1
5 5
En este caso la R tiene autovalores
. . "/
pr=4ypy=-9yS5 = gen{(l)};Sﬁz = gen{( 1 )]
2 1 N
_ [ V5 5 . . _ o
construyendo Pg = | _; 5 | podemos realizar un cambio de variables en la restriccién para
NG
7 26
diagonalizarla y escribir: R(x) = xT —35 _32 x=1 conx=Pgy
5 5 RS
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comofm:yT(g _ﬂg)y=1

o también R(y) = 4y,* —9y,%4 =1

7 =26
De maneraque:R(x) =xT| 3. 3, |x=1e R(y) =y (g _09)]) =1e4y,2 -9y, =1
5 5
La restriccion no es definida positiva y el cambio de variables usado anteriormente no puede
realizarse.
Veamos entonces el problema de manera geomeétrica \——



Sy
& </

Los puntos que satisfacen 4y;% — 9y,% = 1 corresponden a una hipérbola de ecuacion
canonica dada por:

2 2
(yTl) — (y—f) = 1 donde observamos que los puntos mas cercanos al origen corresponden a

2 3

2 1 5 1
! — —\ /1 £ =
y=+t= (5) que se corresponden con los x,, = * ’E Vf (E) usando la matriz ’E Vf
’ NN/ NG
que corresponde a la de cambio de coordenadas.
l i e’
Xm = T ﬁ En dichos puntos Q + ﬁ — i
E 2V
o’

En este problema la forma cuadratica @ no tiene maximo.






