Algebra II (Primer cuatrimestre, 2022)
Guias DE TRABAJOS PRACTICOS

Primera parte. Versién 1.3 [En construccién]

Cuando podemos trasladar un problema prdctico al lenguaje de la matemdtica,

podemos, al mismo tiempo, “abstraernos” de las caracteristicas secundarias del
problema y, haciendo uso de férmulas y teoremas generales, obtener resultados
precisos. De este modo la abstraccion de la matemdtica constituye su potencia;

esta abstraccion es una necesidad practica.

A. N. KOLMOGOROV



GLOSARIO DE SIMBOLOS

: Alto. Estos ejercicios son importantes, pudiendo ser o no dificiles de resolver.
Se recomienda fuertemente resolverlos.

@ : Curva peligrosa. Estos ejercicios pueden ser mas dificiles de lo que parecen
a simple vista, o por el contrario, si se miran bien resultan mds faciles de lo que
parecen. Ante la duda, consulte a los docentes del curso.

&: “Siga siga”. Lea detenidamente el enunciado. Si cree entender qué es lo que
hay que hacer (ya ha resuelto un ejercicio previamente de espiritu similar), pase al
siguiente. Ante la duda, resuélvalo.

Y L ‘. .
& : Solo para artesanos. Estos ejercicios son de naturaleza tedrica y exigen un buen
dominio del arte y una cuota de imaginacién.

@: Oréculo. Proporciona pistas y sugerencias para resolver algunos ejercicios. A
veces, propone una situacion.

&=. El ejercicio requiere utilizar una maquina.



Guia 1

PRELIMINARES Y NOTACION

En todo lo que sigue, y salvo que se diga lo contrario, se utiliza la siguiente
notacion:

1.
2.

10.
11.

12.

13.

14.

N denota el conjunto de todos los nimeros naturales, N = {1,2,3,...}.
Z denota el conjunto de todos los nimeros enteros,

Z={.,-3,-2,-1,01,23,...}.

. Ny denota el conjunto de todos los niimeros enteros no negativos,

N(]:NU{O}:{OJ.,Q,...}.

R denota el conjunto (cuerpo) de todos los niimeros reales.

. R* denota el conjunto de ntimeros reales no negativos, y R el conjunto de

los nimeros reales positivos.

. C denota el conjunto (cuerpo) de todos los niimeros complejos. Por definicién

z € Csi, y s6losi z = a+ib, donde i> = —1y a,b € R. La expresién z = a—1ib
se utiliza para designar al conjugado de z. Obsérvese que z + Z = 2a y que
z — z =12b. La férmula de Euler establece que

e* = e = ¢ (cos(b) + isen(b)) .

Dado n € N, I,, denota el conjunto {1,...,n} C N. Nétese que {x; : 7 € I,,}
denota el conjunto {x1,z2,...,z,} cuyos elementos son x1,xa, ..., Ty.

. Dado un conjunto no vacio I, {z; : i € I} denota el conjunto cuyos elementos

estan indexados por el conjunto I.

. Salvo que se diga lo contrario, las letras i, j, k,l denotan indices en algin

subconjunto de N, n y m denotan ntimeros naturales, u,v,w, z,y denotan
vectores, A, B, C denotan matrices.
K denota un cuerpo.
K™*" denota el conjunto de todas las matrices de m X n con coeficientes
en K. Para denotar los coeficientes de una matriz A € K™*™, se utilizan las
notaciones A = [A;;]ier,. 0 A = [a;jier,, -

jEl, GEl,
Dada A € K™*", se denota por AT € K"*™ a su matriz traspuesta, definida

por AZ; i=Aj, parai €l, y j€lLy.
El simbolo

P 1 sii=j
L0 sii#£ g
se llama delta de Kronecker

La matriz de K™*™ con unos en la diagonal principal y ceros en cualquier

otro lugar, I := [d;;]icr, , se llama la matriz identidad de orden n.
J€ln



15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

K™ denota el conjunto de todas las matrices de n x 1 con coeficientes en K:
x € K" si, y sélo si

1o
To T
xr = = [1‘1 To .’,En}
Tn
para algunos x1,xo,...,x, € K.

Dada A € K"™*™. Las columnas de A se pueden pensar como elementos de
K™ y las filas de A como elementos de K™. La notaciéon A;, € K" se utiliza
para denotar la i-ésima fila de A, y la notaciéon A,; € K™ para denotar la
j-ésima columna de A.

El conjunto € = {e; : j € I,} C K" cuyos elementos estdn definidos por
e; = I,; se denomina la base candnica de K".

Dado un intervalo I de la recta real, C'(I) denota el conjunto de todas las
funciones continuas de I en R, y para cada n € N, C™(I) denota el conjunto
de todas las funciones de I en R que son n-veces derivables y cuyas derivadas
sucesivas son continuas hasta el orden n inclusive. El conjunto de todas las
funciones que pertenecen a todos los C™(I), n € N, se designa por C* (),
es decir, C*°(I) = ,,en C"(I).

K[z] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K: p €
K[z] si, y s6losi, p(x) = Y_j_, arx® paraalgiin n € Ny y algunos ag, a1, ..., a, €
K.

El grado del polinomio 0 € K[z] es —o0.

K,,[z] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K cuyo
grado no supera n.



EJERCICIOS

1.1 Sean V=R y K = R. Si la suma vectorial @ y la multiplicacién escalar ® se
definen por
v O w = vw,

a®uv =%

Verificar que (V,®, K, ®) es un K-espacio vectorial, donde 1 es el vector cero y v~}

es el vector opuesto de v.

@: repasar la definicion axiomdtica de K-espacio vectorial.

1.2 Verificar las siguientes afirmaciones.

(a) El conjunto {[a 0 a]T ja € R} es un subespacio de R3.
(b) El conjunto { [a +b 0 a]T ta,be R} es un subespacio de R3.
(c) El conjunto { {Z ﬂ ta,b,c € R} es un subespacio de R?*2,

(d) Para cadan € N, el conjunto {ZZ:O arz® cag,a1,...,an € R} es un subespacio
de R[z].

(e) Para cada n € N, el conjunto de funciones

{(120 + Z [ax, cos(2kmt) + by sen(2kmt)] : ag, a1, ..., an,b1,. .., by € R}
k=1

es un subespacio de C*°(R).

@: observar que la morfologia de todos esos conjuntos es la misma:

n
E CjVj 1 C1y...,cn ER B,
J=1

donde vi,va,...,v, son vectores de un R-espacio vectorial. ;Serd verdad que el
conjunto {cl [1 O]T + co [0 I]T 1c1,C9 € R+} es un subespacio?

1 1 1 -1 10 2 -1
1.3SeanA1—{_1 _1],142—{_1 1],/13—[_1 O]YB—[_Q 1}

(a) Comprobar que B € gen{A;, As, A3} y hallar 3 maneras diferentes de represen-
tar B como combinacién lineal de las matrices Aq, Ao, As.



(b) Hallar una sistema de generadores del subespacio S de R? definido por

S:= {[331 T2 xa}T cw1 Ay + w2As + 1343 = ORQXQ} .

(c) Representar cada una de las matrices A; como una combinacién lineal de las
otras dos.

(d) Comprobar que para cada pareja i, j € I3 tal que i # j se verifica que

{0} € gen{A;} C gen{A;, A;} = gen{A1, A3, A3}

1.4 Sean a y b dos numeros reales, arbitrarios pero fijos. Comprobar que los con-
juntos de funciones de R en C definidos por

Gy := {e** cos(bx), e sen(bx)} y G2 := {e(“”bﬂ,e(“’ib”}
generan el mismo C-espacio vectorial.

@: recordar la férmula de Euler.

1.5 @ Hallar todos los valores de a € R para los cuales vale que:

(a)

a 1 3 a 3
gen 11, |—al,|2 = gen 11,12 ,
2 1 3 2 3
(b)
a 1 3 1 3
gen 1|, |al, |2 = gen al,|2
2 1 3 1 3

1.6 En cada uno de los siguientes casos describir el subespacio S mediante un
sistema de generadores minimal.

(a) S={z € R®: x4 + 225 + 3x3 = 0}.

3 2 1

(C)S_{XGRM:)(B g] - B g}x}

(d)S= {p € Rslz] : f_llp(x)dx =0, f_ll xp(x)dr = 0}.

(b) S={z € R3: Az =0}, donde A = [1 2 3]

(e) S={y € C*®(R) : y — Ay =0}, donde X\ € R.
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1.7 %* [miniatura) Sean V un K-espacio vectorial y § = {v1,vs,v3} un sistema de
generadores de V. Probar que § es un sistema minimal de generadores de V si, y
sélo si, G es linealmente independiente.

@: squé significa que G sea un sistema de generadores que no es minimal?

1.8 % [herramienta] Sean V un K-espacio vectorial, {v; : i € I,} C V un conjunto
linealmente independiente, y A = [a;;] € K"*". Para cada j € [,, se definen los
vectores w; := Y., a;;v;. Mostrar que {w; : j € I,} es linealmente independiente
si, y solo si, det(A) # 0.

1.9 Sea V un K-espacio vectorial. Se considera un conjunto de vectores lineal-
mente independiente {v1,v2,v3,v4} C V y se definen wy, wa, ws, wy mediante

w1 1= V1 — 209 + U3 — g4,

wo 1= —4v; — 209 + vy,

wsz = 201 + 3vy — vz — vy,

wy = 1Tvy — 10vs + 11vg + v4.

(El conjunto {wy, wa, ws,w,s} es linealmente independiente?

1.10 Determinar cuéles de los siguientes subconjuntos son linealmente indepen-
dientes en su correspondiente espacio vectorial.

1 3 0
(a) El subconjunto 31,15 |,|-5] ¢ deR3
-2 —6 6

(b) El subconjunto {1 + 3z — 222,3 + 5z — 62%, —5z + 622} de R(z].

. 1 31 [3 51 [0 -5 oo
(c) El subconjunto {{_2 O} , [—6 O} , {6 0 }} de R**2.

1.11 Determinar cudles de los siguientes conjuntos de funciones son linealmente
independientes:

(a) F = {1,sen(x),cos(z)}. (: caleular el Wronskiano de F.
(b) § = {1+ 3sen(x) — 2cos(z),3 + 5sen(x) — 6 cos(z), —5sen(x) + 6 cos(z)}.

(¢) G = {1+ 2sen(x) + 3cos(z), 4+ 5sen(x) + 7 cos(x),2 + sen(x) + cos(z)}.

1.12 Hallar todos los valores de a € R para los cuales los siguientes subconjuntos
son linealmente dependientes en su correspondiente espacio vectorial.

(a) {1 + asen(z) + 3cos(x),4 + 5sen(x) + 7cos(z),a + sen(z) + cos(z)} en C*(R).



(b) {1+ 2az + 22 + 223, 2 + azx + 42% 4 82°,2% + 223} en Ry[z].

@ ) [i o [0 sk e

113 % [herramienta] Explicar por qué los siguientes algoritmos producen una

base B de un subespacio S a partir de un sistema de generadores § del mismo.

(a) Algoritmo espacio filas:

Algorithm 1 espacio filas

Require: § = {v,...,v} C K" un sistema de generadores del subespacio S.
Ensure: B una base del subespacio S.
Construir la matriz A € K™*" cuyas filas son v{,...,v]

Construir £ € K™*" la matriz escalonada por filas reducida de A
Listar las filas no nulas de E: {Ej .,...,E; .}

B« {Eil*; ey Ezq*}

return B

(b) Algoritmo espacio columnas:

Algorithm 2 espacio columnas

Require: § = {v1,...,v,} C K™ un sistema de generadores del subespacio S.
Ensure: B una base del subespacio S.

1: Construir la matriz A € K™*" cuyas columnas son vy, ..., v,

2: Construir £ € K"™*™ la matriz escalonada por filas reducida de A

3: Listar las columnas de A que corresponden a las columnas pivotales de E:
{ij' e >Ujp}

4: B+ {vjl,...,vjp}

5: return B

1.14 En cada uno de los siguientes casos, hallar dos bases del subespacio ge-
nerado por el sistema de generadores G: la primera utilizando el algortimo espacio
filas y la segunda utilizando el algoritmo espacio columnas.

0
(a) §= —1,]|1 en R3.
L 1 - _1_
(27 [2] [-2
(b)G=4¢|—-1|,[0],] 2 en R3.
L1 (1] |1



@: alguno a mano y para ganar tiempo el resto a E=.

1.15 Hallar una base y determinar la dimensiéon de cada uno de los siguientes
subespacios:

(a) S={p € Ryfz] : p(1) = 0};
(b) S={p € Rs[z] : p(1) = 0, p(2) = 0};
(c) S = {p € Rs[x] : 18p(0) = 3p”(0) + 2p""(0), 6p'(0) = 6p"(0) — p"'(0)};

(d) S =A{p € Rafz] : p(1) = 0, p’(1) = 0, p"(1) = 0};

1.16 Hallar los valores de a € R para los que el conjunto
T T T
Bo={le 33 01 30 <" 0 o 37

es una base del subespacio S, = {x cR*: %;1:1 —ars+ Ty = O}.

1.17 Sean ag,a; € R. Sabiendo que el espacio solucién de la ecuaciéon diferencial
lineal homogénea de orden 2

y" 4+ a1y’ + apy =0,
tiene dimensién 2, comprobar que

(a) cualesquiera sean a,b € R con b # a, el conjunto de funciones {e‘m, eb’”} es una
base del espacio solucién de la ecuacién y” — (a + b)y' + aby = 0;

(b) para cualquier a € R, el conjunto de funciones {e®”, xe} es una base del
espacio solucién de la ecuacién 3" — 2ay’ + a’y = 0;

(c) cualesquiera sean a,b € R con b # 0, el conjunto de funciones
{e** cos(bx), e sen(bx)}

es una base del espacio solucién de la ecuaciéon y” — 2ay’ + (a® + b?)y = 0.

@: en cada caso, mostrar que la pareja de funciones satisface la ecuacion y es
linealmente independiente, el remate se obtiene por comparacion de dimensiones.

1.18 @ En cada uno de los siguientes casos, hallar y graficar la solucién y €
C*(R) de la ecuacién diferencial indicada que satisface las siguientes condiciones:
y(0) =1, y'(0) = 1.

(a) y" +4y' — 5y =0;
(b) v 4+ 4y + 4y = 0;

(c) ¥’ +4y =0.
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1.19 Sea A € R3*3 una matriz tal que col(A) = gen{[l 2 3}T, 1 -1 Q]T}

yml(4) =gen{[-2 1 0"}, yseab=[1 -7 0]".

(a) Explicar por qué el sistema lineal Az = b es compatible.

(b) Explicar por qué el sistema lineal Az = b no puede tener una unica solucién.

1.20 @ Hallar una base de cada uno de los cuatro subespacios fundamentales de
la matriz
1 4
-l )

2 —3i . . .
! , jexiste x € C2 tal que Az = b? Si la respuesta es afirmativa,

3+ 2
hallar todas las soluciones del sistema Az = b.

Seab:{

1.21 Sea A € R**5 la matriz definida por

12 0 4 0
13 5 2 1
A= 2 3 -5 10 0
24 0 8 1

(a) Hallar una base de cada uno de los cuatro subespacios fundamentales de la
matriz A.

(b) Sea b = [3 5 5 7]T, jexiste x € R® tal que Az = b? Si la respuesta es
afirmativa, hallar todas las soluciones del sistema Ax = b.

(c) Parab=1[3 5 5 7}T, iexiste € fil(A) tal que Az = b? Si la respuesta es
afirmativa, hallar todas las soluciones del sistema Az = b pertenecientes a fil(A4).

1.22 @ Lucas y Monk resolvieron el sistema lineal Az = b, donde
a0 ve=ld)
Lucas encontré la solucién
Se=[ 0 0 1 +gn{t 00 -] [0 1 1 2"},
v Monk la solucién
Su=[0 1 1 0 +gen{[2 -1 -1 0", [-3 1 1 1}

Alguno de los dos encontro la solucién correcta?
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1.23 Sean A € R**3 y B € R*** dos matrices tales que:

-1 1 2 1
AB=|1 -1 1 2
2 -2 -1 1

donde rango(B) = 2. Hallar una base de nul(B).

1.24 Sean A € R3*3 y B € R3** dos matrices tales que
10 -10 -5 5
AB= |11 -—-11 -4 7|,
11 -11 -5 6
donde rango(A) = 3, y B satisface que
B[t 11 1"=0 3 11", B[t o1 0" =[5 7 6.

Hallar todas las soluciones del sistema Bx = [5 1 4}T.

2 2 0 1
1.25 Sean B = 1, |-=1{, |1+ y v = [0|. Comprobar que B es una
0 1 1—14 1

base de C3 y determinar el vector de coordenadas de v respecto de la base B.

1.26 Sean py(z) = 3(x — 1)(x — 2), pa(x) = —x(z — 2) y ps(x) = ja(z — 1).
(a) Verificar que B = {p1,p2,p3} es una base de Ry[z].

(b) Observar que para cualquier polinomio p € Ra[z] el vector de coordenadas de
p respecto de la base B es

p(0)
1

(c) Hallar el vector de coordenadas de p(x) = 22 — x + 1 en la base B.

1.27 Sea X = {x; : ¢ € I,} C R un conjunto de n nimeros reales. Para cada
i €1, sea p; € R,,_1[x] el polinomio de grado n — 1 definido por

pl(gj) — H r — Tk

Ti — Tk
kel hsts 0 Uk

(a) Demostrar que By := {p; :i €[,} es una base de R, _i[x]. 3. para cada
polinomio p de R,,_1[z] estudiar el grado y la cantidad de raices del polinomio
n

r(z) =ple) =Y plz) [ .

X; — T
i=1 kel hsts 0 Tk
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(b) Observar que para cualquier polinomio p € R,,_1[x] el vector de coordenadas
de p respecto de la base By es [p]Px = S p(z;)e;, donde {e; : i € L} es la base

L . . T
canénica de R™. En particular, se tiene que [zF]Bx = [gc’f o5 .. xfl] .

(c) Concluir que dados y1,...,y, € R el polinomio p € R,,_1[z] definido por

n
r — T
po =S T 2
=1 kelyki b Uk

es el unico polinomio de grado menor o igual que n — 1 tal que su grafico I', :=
{(z,p(x)) : x € R} contiene al conjunto {(x;,y;) : i € I,}.

1.28 En cada uno de los siguientes casos hallar la matriz de cambio de coordenadas
de la base B = {vj :j €1,} en la base By y determinar el vector de coordenadas
de v =>3""_, ajv; en la base By.

(a) B; es la base canénica de R? y By es la base de R? definida por

1 3 0
Bo:=<[3|,|5],|-5
—2| |-6| |6

(b) By = {1,2,2°} es la base canénica de Ry[x] y By es la base de Ry[x] definida
por

By = {142z +2°2+ 52,3+ 3z + 827} .

_f|1 o] |0 1| {0 O] [0 O , 9%2
(c) fBl—{[O 0},[0 O]’[l O]’[O 1:|}€S la base candnica de R y Bs es

la base de R?*2 definida por
By 1 0] (1 1] (1 2| |1 3
2700 o1 1] |4 8|9 27|f”

1.29 Sea B; la base de R? definida por

3/5]1 [0l [-4/5
Br=<{|o0],[1],] 0 ,
4/5| |o| | 3/5

y sea By la base de R3 tal que la matriz de cambio de coordenadas de la base B,
en la base By es

10 10 -5
Mg?=— [11 -10 2
R R R V'
Hallar el vector de coordenadas de v = [5 4 3]T en base Bs.
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1.30 Sea B; la base de R? definida por

31 [-1] [2
Br:=<1(o|,l0],]|9
4] |7 11

(a) Hallar una base By de R? tal que la matriz de cambio de coordenadas de la
base B; en la base By sea

(b) Sea € la base canénica de R3. Hallar la matriz de cambio de coordenadas de
la base € en la base B, y para cada x € R3 determinar la expresién del vector de
coordenadas de x en la base B.

1.31 % [miniatura] Sea V un R-espacio vectorial y sean S; y So dos subespacios
de V tales que ninguno contiene al otro. Comprobar que para cualquier pareja de
vectores v y w tales que w € S; \ Sy y v € So\ Sy la recta L que pasa por w y es
paralela a v

L:={tv+w:teR}

tiene un nico punto en comun con S; y ninguno con Se. Utilizar este resultado para
comprobar que V no puede ser la unién de dos subespacios propios. En particular,
es imposible que la unién de dos subespacios sea un subespacio salvo que uno de
los dos contenga al otro.

1.32 Para las siguientes elecciones de subespacios S y Sy del espacio vectorial
V, hallar una base del mayor subespacio contenido en ambos y otra del menor
subespacio que los contiene.

(a) S; y S» son los subespacios de R* definidos por
Sy = {[wl To X3 J:4]T E]R4:x2+x3+x4 :0},

+a2y=0
SQ::{[JZl To I3 $4]T€R42{§;_g;4:0 }

(b) Sy y S son los subespacios de R® definidos por Sy := col(A) y Sz := nul(A),
donde A es la siguiente matriz de R5*°

-1 11 -2 1
-1 0 3 —4 2
A=|-1 0 3 -5 3
-1 0 3 -6 4
-1 0 3 -6 4
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(c) S1 vy Sq son los subespacios de R* definidos por
Sui=gen{[t 0 2 "1 11 1"},

Sai=gen{[d 2 2 07,2 0 2 0"}

1.33 @ [ver Ejercicio 1.23] Sean A € R**3 y B € R*** dos matrices tales que:

-1 1 2 1
AB=|1 -1 1 2
2 -2 -1 1
donde rg(B) = 2. Hallar una base del subespacio
nul(B) + {m ERY: 21420 =0,25+ 24 :O}.

1.34 [miniatura] Sean S; y Sy los subespacios de R? definidos por
S1 = {$€R221‘1—$2:0}7 S 1= {$ER22$1+$2:O}.

Hallar un subespacio T de R? tal que S; @ T = S, @ T = R?. ;Es tinico? Si la
respuesta es negativa, construir otro.

1.35 Sean S; y Sy los subespacios de R* definidos por
S=gen{[1 2 2 "0 1 0 1"},
Soi=gen{[t 0 1 27,1 2 1 0"}
Construir un subespacio T de R* tal que

Sl@T:SQ@T:{$€R4:x1—x2—|—x3—x4=0}.

(Es tinico? Si la respuesta es negativa, construir otro.

1.36 Sean S; y Sy los subespacios de R* definidos por
Su=gen{[1 0 2 "1 1 1 1"},
Sq = {:Z?ER4 2311 — 2x9 + 3x3 — 4y =0, —x2 4+ 203 — 24 :0}.

Hallar un subespacio T de R* tal que S; @ T = S, @ T = R*. ;Es tnico? Si la
respuesta es negativa, construir otro.
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Guia 2

PRELIMINARES Y NOTACION

. Sean X e Y dos conjuntos. Una aplicacion (o funcion) f: X —Y de X en Y,

es una relacion entre X e Y que a cada elemento z € X le asigna un tnico
elemento del conjunto Y que se denota mediante f(x).

. Con idy : X — X se denota la aplicacién identidad de X:

idy(z) = z cualquiera sea x € X.

. Sea f: X — Y una aplicaciéon de X en Y.

Dados z € X ey € Y, si f(x) =y se dice que y es la imagen de x por
f v que x es imagen inversa de y. El conjunto de todas las imédgenes
inversas de y por f, se denomina la preimagen de y en X y se designa

con f1(y)
Tl y) ={zeX: f(z)=y}.

Se dice que f es inyectiva si f(x1) = f(x2) implica que x; = x5 cua-
lesquiera sean x1,z2 € X, 0 equivalentemente si f(x1) # f(x2) cada vez
que x1 # x3. Notar que f es inyectiva si, y sélo si para cualquier y € Y,
la ecuacién f(z) = y admite como méximo una solucién en X.

Se dice que f es sobreyectiva si para todo y € Y existe z € X tal que
f(x) = y. Notar que f es sobreyectiva si, y s6lo si para cualquier y € Y,
la ecuacién f(x) = y admite como minimo una solucién en X.

Se dice que f es biyectiva si f es inyectiva y sobreyectiva. Notar que f es
biyectiva si, y sélo si para cualquier y € Y, la ecuacién f(x) = y admite
exactamente una solucion en X.

Si X C X, el conjunto de todas las imédgenes de elementos de X por f
se designa por f(X)

fX)={f(x):xe X} ={yeY: existe v € X tal que f(x) =y}

y se denomina el conjunto imagen de X por f.

La imagen de f es el conjunto f(X). Notar que f es sobreyectiva si, y
sélo si f(X) =Y.

SiY CY, el conjunto de todos aquellos elementos de X cuyas imagenes
pertenecen a Y se designa con f~(Y)

fFAY):={zeX: f(z) €Y}

y se denomina la preimagen de Y en X.

. Sean X,Y,Z conjuntos. Sean f : X — Yy g:Y — Z dos aplicaciones. La

composicion de g con f es la aplicacion

gof:X—2%Z

definida por (g o f)(z) := g(f(x)) para todo = € X.

. Los simbolos V y W estan reservados para designar K-espacios vectoriales.
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6. Sea V un R espacio vectorial y sea V = {v; : ¢ € I,,} C V un conjunto de
n puntos de V. Se dice que v € V es una combinacion lineal convexa de

elementos de V si
n
v= Zpﬂh’
i=1

para algunos pi,ps,...p, € RT tales que > 1, p; = 1.

Vo,

e T4

Combinaciones lineales convexas de {v1, v2}. Los puntos de la for-
ma v = p1vy + pav2, con p1 > 0, po > 0y p1 + p2 = 1 constituyen
los puntos del segmento de recta que unen a los puntos v1 y ve. En
el ejemplo, p1 = py = %
7. El conjunto C(V) de todas las combinaciones lineales convexas de elementos
de V

cv) = {me tp1,p2, o ERT Y Y p = 1}
i=1 i=1

se llama la cdpsula convexa del conjunto V.

N2

Vg e a\//]

Forma de la cdpsula convexa C(V) de un conjunto de puntos V
contenidos en un plano: se trata de la regién encerrada por un
poligono cuyos vértices son algunos de los puntos de V.

8. El conjunto de todas las transformaciones lineales de V en W se denota por
L(V,W). Cuando W =V, escribimos £(V) en lugar de L(V,V).
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11.

12.
13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.

Con 0 : V — W denotamos la transformacion lineal nula de V en W.

. Con Iy : V — V denotamos la transformacion lineal identidad de V. Cuando

el contexto sea inequivoco escribiremos I en lugar de Iy.
Sea T € L(V,W) se dice que
= T es un monomorfismo cuando T es inyectiva,
= T es un epiformismo cuando T es sobreyectiva,
= T es un isomorfismo cuando T es biyectiva.
V y W se dicen isomorfos cuando existe un isomorfismo de V en W.
Sea T € L(V,W).
= La preimagen de Ow en V se llama el nicleo de T y se denota por Nu(7)

Nu(T) :={veV:T(v) =0w}.
= La imagen de T se denota por Im(T)
Im(T) :={T(v) : v € V}.

Sea T € L(V). Los stmbolos T* con k € Ny se utilizan para denotar las
transformaciones lineales definidas por: 70 := I, T' := T, T? := T o T,
T3 :=T oT?, etcétera.

Cuando las letras del abecedario no son suficientes se recurre a las letras
griegas. He aqui la equivalencia con el abecedario de las letras griegas que
usamos a lo largo de esta guia.

’ Figura \ Nombre \ Equivalencia \ Figura \ Nombre \ Equivalencia ‘

A« Alfa A ImTr Pi P

B g Beta B Yo Sigma | S

A5 |Delta |D  § | Phi Ph (1)
O 0 Theta Th (t) Qw Omega | O larga
A X Lambda | L

La expresién ¢ es una funcional lineal de V significa que ¢ € L(V,K).
Dado k € N, [0 : k] denota el conjunto {0,1,...,k} C No.

En todo lo que sigue K es R o C.

Dado v € K", v* es el traspuesto conjugado del vector v. Esto es, v* = vT.
Observar que cuando K = R, v* = v7T.

Dada A € K™*" A* € K"*™ es la matriz traspuesta conjugada de A. Esto
es, A* = AT. Observar que cuando K = R, A* = A7,

Dados i € I,, y j € I,,, la matriz de K"™*"™ con 1 en la entrada ij y ceros

en cualquier otra entrada, F;; := [0pi0q;lper,. se llama la matriz ij de la
q€l,
base candnica de K™*™. Por ejemplo, las matrices E;; de la base canoénica

de K2%2 son

1 0 0 1 0 0 0 0
Euz[o 0}7E12=[0 0},E21=[1 0]7E22={0 1]-

El conjunto {E;; :i € 1,j €} C K™ se llama la base canénica de
Kmxn.

Dada A € K™, su traza es el ntumero tr(A) := >_"" | A;; que se obtiene de
sumar todos los elementos de la diagonal principal de A.



24.

25.

26.

27.
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El conjunto {z7 : j € [0: n]} C K,[z] se llama la base canénica de K, [z], y
el conjunto {27 : j € Ng} C K[z] se llama la base canénica de K[z].
El simbolo C*°(R,K) se utiliza para designar al conjunto de las funciones
infinitamente derivables de R en K.
La letra D esta reservada para designar el operador de derivacién D :
C>*(R,K) —» C*°(R,K) definido por
dy

Dly] := e
Principio de induccién. Sea P(k) una funcién proposicional con k € N. Si
(1) La primera proposicién P(1) es verdadera; y

(H.I.) para cada k € N, bajo la hipétesis de la validez de P(k) puede deducirse

28.

la validez de la proposicién P(k + 1),
entonces, P(k) es verdadera para todo k € N.!
Toda L € L(C*(R,K)) que tenga la forma

L=D"+a, D" '+ +a1D+apl,

con ag,ai,.--,a,—1 € K se denomina operador diferencial lineal de orden
n con coeficientes constantes. El polinomio p € K,[x] que se obtiene de L
intercambiando papeles entre D y x

n
pa) ="+ 3 an o,
k=1

se denomina el polinomio caracteristico del operador L. Se puede demostrar
que: si p se factoriza en la forma

T
ki
p(z) = [T @=2)",
i=1
donde A1,..., A, € Cy ki,...,k. € N son tales que Z:=1 k; = n, entonces
L se factoriza de manera andloga

L= ﬁ(D —nDF
=1

La prueba esta basada sobre el principio de induccién y en la propiedad
conmutativa de los operadores diferenciales de la forma D — A\, A € C, con
respecto a la composicién.?

IEste principio debera ponerse en practica en el Ejercicio 2.27.
2Este hecho serd utilizado desde el Ejercicio 2.30 hasta el Ejercicio 2.34.
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EJERCICIOS

2.1 Verificar que las siguientes aplicaciones son transformaciones lineales.
(a) T : R?* — R definida por T} ([3:1 To JZg}T) = —3x9 + 273.
(b) Ty : R? — R? definida por T ([ml To .133} T) = [—3962 +2x3 3wy — xg]T

(c) T3 : R? — R? definida por

T3 ([(El xTo (Eg} T) = [—31’2 + 21’3 3.’E1 — I3 —2.’E1 + fEQ]T

2.2 Usando que toda transformacion lineal T : K™ — K" verifica que

T(arv1 + -+ arvr) = a1 T(v1) + - - + apT(vg)

para cualquier cantidad k de vectores vy,...,v € K™ y escalares ay,...,ar € K,
comprobar que
T T
T([ml mn] ) = [T(el) T(en)] [acl mn] .

Concluir que todas las transformaciones lineales de K™ en K™ son de la forma
T(x) = Arz, donde Ap € K™*" es la matriz definida por

Ap:=[T(e1) --- T(en)].

@:gcudles son las matrices Ar,, Ar,, Ar, de las transformaciones lineales
T1,T, T3 definidas en el Ejercicio 2.17

2.3 W [ver Ejercicio 1.32] Sea T : R> — R® la transformacién lineal definida por

—x1 4+ T2 + 23 — 224 + T5
—x1 + 3x3 — 44 + 275
T ([xl To T3 T4 :L'5]T) = —x1 + 3x3 — by + 325
—x1 —+ 3LE3 — 61’4 —+ 41’5
—x1 + 3x3 — 624 + 425

(a) Hallar una base del nicleo de T.

(b) Hallar una base de la imagen de T'.

(c) Comprobar que el vector b = [1 2 2 2 2]T pertenece a la imagen de T' y

resolver la ecuacién T'(z) = b.

2.4 Sea T : R3[z] — R3 la aplicacién definida por

T(p) = [p(0) p(1) p(2)]".
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(a) Explicar por qué T es una transformacion lineal.
(b) Hallar una base del nicleo de T.

(c) Mostrar que para cada j € I3, la ecuacién T'(p) = e; admite solucién y hallar
todas las soluciones de la misma.

(d) Resolver la ecuacién T'(p) = [3 6 36]T.

2.5 @ Sea T : R3[z] — Rs[z] la aplicacién definida por
T(p)=p+(1—a)p.

(a) Explicar por qué T estd bien definida y es una transformacion lineal.

(b) Hallar una base del nicleo de T.

(c) Hallar una base de la imagen de T'.

(d) Comprobar que el polinomio ¢ = 1+ z + 22 — 23 pertenece a la imagen de Ty
resolver la ecuacion T'(p) = q.

2.6 Sea T : R? — R? la transformacién lineal definida por
T ([331 To :1:3]T) = [bl‘g, —To X1 —ax3 QT — bxl}T,
donde a,b € R son tales que

tm(7) =gen {[0 1 —1]",[-1 0 1]7}

Comprobar que y = [2 2 —4}T € Im(T) y resolver la ecuacién T'(x) = y.

2.7 Sean V y W dos R-espacios vectoriales, T : V — W una transformacién lineal,
yV={v;: i €1,} CV un conjunto de n puntos de V. Comprobar que la imagen
de la capsula convexa de V por T es la capsula convexa de la imagen de V por T.
En simbolos, T(C(V)) = C(T(V)).

@': leer los puntos 6. y 7. de preliminares y notacion.

2.8 Sea T : R? — R? la transformacién lineal definida por T'(x) := Az, donde
2 1
=)
y sean e, es los vectores de la base candnica R?: e; = [1 O]T, ey = [O 1]T.

Hallar y graficar la imagen por T del conjunto R C R? definido por

(a) R ={e1,ea,e1 + e2}.



20

(b) R es el segmento de recta que une a los puntos ey y eq, es decir, R = C({ey, ea}).
(c) R es el tridngulo de vértices 0, ey, ea, es decir, R = C({0, e1,e2}).

(d) R es el cuadrado de vértices 0, e1, €2, €1 +e2, es decir, R = C({0, e1, e2,e1+e2}).
(e) R es el paralelogramo de vértices 0,e1 + ea,e1 — e, 2e1, es decir,

R = C({O, e1 + eg,e1 — €2, 261}).

2.9 @ Hallar todos los a € R para los cuales existe una transformacion lineal
T :R3 — R3 tal que

(1 1))=0 o 4",
(o —y7)=[ o 1"
T([q ~1 o}T)z[l 2 3",
r(t -1 —)7) = 1 @

2.10 Sea B la base de R3 definida por
B={[t 1 o 1 -1 0o [0 0 17}

y sea T : R® — R? una transformacién lineal que actia sobre la base B de la
siguiente manera

(a) Hallar una base del nicleo de Ty describirlo geométricamente.

(b) Hallar una base de la imagen de T y describirla geométricamente.

(c) Hallar T’ ([xl To mg] T) y usar ese resultado para calcular T' ([2 3 BJT).

2.11 Sea B la base de R? definida por

se{ 0 oD 1 7D 1 ),
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y sea T : R? — Ry[x] una transformacién lineal que actiia sobre la base B de la
siguiente manera

Comprobar que el polinomio p = 242z +3x2 pertenece a la imagen de T y determinar

T (p) :== T~ '({p}).

2.12 Sea B la base de R? definida por
B={2 2 U" [-2 1 2J",1 -2 9"},

y sea T : R® — R3 una transformacién lineal que actia sobre la base B de la
siguiente manera

r(2 2 )= -1 ",
(-2 1 2")=[-1 2 -1,

([ -2 ") =[-1 1 2"

(a) Hallar la imagen por T del subespacio gen { [1 0 1]T , [1 1 5]T}.

(b) Hallar la preimagen por T' del subespacio {y ER?:yy —y3=0,y1 + 9o +y3 = 0}.

2.13 %" Sea T € L(V,W) con Vy W de dimensién finita. Sea [T]$ la matriz de T
con respecto a las bases B de V y C de W. Verificar las siguientes afirmaciones.

(a) T es monomorfismo si, y sélo si, nul ([T]§) = {0}.
(b) T es epimorfismo si, y sélo si, col ([T]%) = Kdim(W),

(c) T es isomorfismo si, y sélo si, [T]§ es inversible.

2.14 Sea T € L(V,W), donde V y W son algunos de los siguientes R-espacios
vectoriales: R™, R™*" R, [z]. Hallar, para cada uno de los siguientes casos, la matriz
de T con respecto a las bases candnicas de V y W, y analizando las propiedades de
dicha matriz determinar las propiedades de T

(a) T : R? — R3 es la transformacién lineal definida por T'(z) := Az, donde
1 2
A=13 4
5 6
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(b) T : R3 — R? es la transformacién lineal definida por T'(x) := Az, donde

135
A_[Q 4 6]

(c) T : R3[x] — R* es la transformacién lineal definida por

T(p) == [p(0) p(1) p(10) p(100)]" .

(d) T : Ry[x] — R?**2 es la transformacién lineal definida por

| p(0) p(1)
T) = [p'<0> p'(l)]'

2.15 Sea T € L(Ry[z],R3) la transformacién lineal definida por

1 0 1
715 =10 1 1},
1 0 1
donde B y € son las bases de Rz[z] y R?, respectivamente, definidas por
B={1+2°1+z,2+2"},

e={[t 1 ", 1o o1 1}

(a) Analizar las propiedades de T'.

(b) Hallar 7-* ([1 0 1]"),

2.16 & Sean V = {A € R2x2 . AT = A} el R-espacio vectorial de las matrices
simétricas de R?*2, y T € L(V,R3) tal que

(715 =

[
O = O
— =

0 1 1 0/’|10 O
Vy€= {[1 1 O]T, [1 0 1]T , [0 1 1]T} de R3. Hallar el conjunto solucién
de la ecuacién T(4) = [1 0 1]T

donde es la matriz de T con respecto a las bases B = { {0 O] , {O 1} , [1 O} } de

2.17 @ [ver Ejercicio 1.26] Sea T' € L(R;[z],R?) la transformacién lineal definida
por

0

115 = | -1

-2

o O =
W = =
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donde B y € son las bases de Ry[z] y R3, respectivamente, definidas por

B — {;m(x 1),z —2), 3~ 1)z - 2)},

e={2 2 ', [-2 1 2,1 -2 9"},

(a) Analizar las propiedades de T'.

(b) Hallar la matriz de T con respecto a la base candnica de Ro[z] y la base € de
R3.

(c) Hallar la matriz de T con respecto a la base B de Ry[z] y la base candnica de
R3.

(d) Hallar la matriz de T con respecto a las bases candnicas de Ry[x] y R3.

(e) Hallar la imagen por T del subespacio gen {2 +3x 4 222,54 52 + 4:102}.

2.18 Sea Ty € L(R?) la transformacién lineal definida en el Ejercicio 2.10, y
sea Ty € L(R3,Ry[z]) la transformacién lineal definida por

Ty ([a b c]T) = (a+b) + (a+c)z + (b+c)z?
(a) Hallar las matrices de T1, T y Tz_1 con respecto a las bases candnicas que
correspondan.

(b) Hallar la matriz de Ty o T;l con respecto a las mismas bases y utilizarla para
hallar una base de Nu(Ty o Ty ).

Y . . . .
2.19 "a" Sea V un K-espacio vectorial y sean Sy, Sy dos subespacios suplementarios
de V| esto es, todo vector v € V se escribe de manera tinica como v = v; + v2 con
vleSlyvzeSg.
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La proyeccion de V sobre S; en la direccion de Sy, denotada por llgs,, es la
transformacién lineal de V en V definida por

H§1S2 (’U) = 71.

Andlogamente, se define Ilg,s, por Is,s, (v) := va.

(a) Explicar por qué Ilg,s, es la tinica transformacién lineal de V en V tal que

v siv €Sy,
HS1SQ(”):{ 0 SiUES;

y comprobar que V = Im (Ils,s,) ® Nu (Ilg;s, )-
(b) Comprobar que Ilg,s, posee la propiedad de idempotencia: Hélsz =1Ig;s,-
(c) Observar que Ig;s, + Is,s, = Iv.

(d) Mostrar que Xg,s, := Iy — 2Ilg,s, es la tunica transformacién lineal de V en V
tal que

v sivesS;
28182 (U) = { —v sive S;
b

razén por la cual Xg,5, de denomina la simetria de V con respecto a S; en la
direccion de So.

(e) Explicar por qué X3 o = Iy.

\J:$4®%Z 6Z $(

oM

Proyecciones y simetrias inducidas por una particién de V en suma
directa de dos subespacios Sy y Ss.
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2.20 Sean V un R-espacio vectorial de dimensién 3, B = {v1,v2,v3} una base
de V, S; y Sy los subespacios de V definidos por

S1 = gen{v; — 2v9,v1 +v3}, Sy =gen{vy —v3}.
(a) Comprobar que V=S; & S,.

(b) Hallar las matrices con respecto a la base B de las proyecciones y simetrias
inducidas por la particion V=81 @ Ss.

2.21 , Sea A € R**3 a matriz definida por

8§ 16 11
A=15 9 6
0 16 14

(a) Comprobar que R? = nul(A) @ fil(A).

(b) Hallar las matrices con respecto a la base canénica de las proyecciones y si-
metrias inducidas por la particién R? = nul(A) @ fil(A).

2.22 & Sea T' € L(R?) la transformacién lineal definida por

T 1 1 —1 X1
Tz | = -1 1 1] |22
T3 1 3 —1 T3

Hallar la matriz con respecto a la base canénica de la proyeccién de R? sobre Im(7T')
en la direccién de Nu(T).

2.23 Verificar las siguientes afirmaciones.

(a) Si T € L(V) es tal que T? = T, entonces T es la proyeccién de V sobre Im(T')
en la direcciéon de Nu(T).

(b) Si T € L(V) es tal que T? = T, entonces S = Iy — 27T es tal que S? = Iy.

(c) Si S € L(V) es tal que S% = Iy, entonces T = % (Iy — S) es tal que T? = T.

1
2

(d) Si S € L(V) es tal que S? = Iy, entonces S es la simetria de V con respecto a
Nu (1(Iy — 9)) en la direccién de Im (1 (Iy — 9)).

(e) Si S € L(V) es tal que S? = Iy, entonces V = Nu(S — Iy) & Nu(S + Iy).

2.24 Sean T, S € L£(R?) las transformaciones lineales definidas por
I 1/2 0 —1/2 T X1 0 0 1 X1
T ) = 0 0 0 To y S i) =10 =1 0 xro
I3 71/2 0 1/2 XT3 T3 1 0 0 I3
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(a) Comprobar que T es una proyeccién y hallar una base B de R? tal que
1 0 0
[T)2 =10 0 0
0 0 O

(b) Comprobar que S es una simetria y hallar una base B de R? tal que

1 0 O
0 -1 0
0 0 -1

)3 =

2.25 Sea O(2,R) := {Ry, Sp : 0 € R} C L(R?) el conjunto de todas las transforma-
ciones lineales de R? en R? definidas por

(1% = cosf —senf| |z,

O\ lza|) ™ |sen6 cosO | |zal’
g T __|cosf  senf T

O\ lzo| ) = |senf —cosf]| |xo|"

(a) Hallar y graficar la imagen de la base canénica de R? por R, /3y explicar el
significado geométrico de la acciéon de R /3 sobre los vectores de R2.

(b) Hallar y graficar la imagen de la base
V3/2] [-1/2
1/2 |7 [V3/2
por Sy /3y explicar el significado geométrico de la accién de Sy /3 sobre los vectores
de R2.

(c) Hallar y graficar la imagen de la base canénica de R? por Ry y explicar el
significado geométrico de la accién de Ry sobre los vectores de R2.

{[etra]  [Foemiin?| |

es una base de R? y hallar su imagen por Sp.

(d) Comprobar que

(e) ;Cual es el signficado geométrico de la accién de Sy sobre los vectores de R??

(f) Dados a, 8 € R, hallar las matrices respecto a la base candnica de las siguientes
transformaciones lineales, y en cada caso explicar su significado geométrico:

RaORg; Sa055, SaORB, RQOSQ.

(g) Concluir que el conjunto O(2,R) es cerrado por composiciones.

(h) Observar que Ry = Ige.
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(i) Comprobar que Ry y Sp son isomorfismos y hallar R, y S, .

2.26 Observar que la transformacién lineal R : R3 — R? definida por
R([l 0 0]T> = [COSH sen 6 O]T,
R([0 1 0]"):=[-send cost 0],
R(fo o ") :=[0 0 1),
es la rotacion de angulo 0 en sentido antihorario del plano xy alrededor del eje z.

(a) Hallar y graficar la imagen de los siguientes vectores por la rotacién de dngulo
/4 en sentido antihorario del plano zy alrededor del eje z:

v=[ 00 =0 10" = 0 1 .

(b) Hallar la matriz respecto de la base candnica de la rotacién de dngulo 6 en
sentido antihorario del plano yz alrededor del eje x.

(c) Hallar la matriz respecto de la base candnica de la rotacién de dngulo 6 en
sentido antihorario zz alrededor del eje y.

2.27 Sea D : C*(R,C) — C*(R,C) el operador de derivacién

a) Sea A € C. Verificar que para todo k € N vale que
(a)

(D =AD" [f(@)er] = fB) (@)er”
para toda f € C*(R,C).

(b) Comprobar que Nu (D — AI) = gen {e*"}.

(c) Para cada k € N verificar que si

Nu (D =An") = {p()e* : p € o o]},
entonces

Nu ((D - )\I)kﬂ) = {p(x)e’” 1 p € Cyla]}.

5. escribir la ecuacidn (D =AD" [y] =0 en la forma (D — XI)* [z] = 0, donde
z=(D— X))yl

(d) Utilizar los incisos (b) y (c) junto al principio de induccién para demostrar que
para todo k € N, el conjunto {z’¢** :i € [0: k — 1]} es una base Nu ((D - )\I)k).

(e) Sea g € C*°(R,C). Comprobar que la ecuacién
(D =AD" [g] =g,

admite una solucién particular de la forma y, = f(z)e*?, donde f*)(z) = g(x)e*.
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2.28 Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
(@) y' —y =0,

(b) y' —y = e,

(c) ¥ —y = e,

(d) ¥ —y = (3+ 5x)e*,

(e) ¥ =2y +y = (3+5x)e’,

(f) (D —1)3[y] = (3 + 5x)e?".

2.29 %" Sea V un K-espacio vectorial y sean L y A dos transformaciones lineales
de V en V que satisfacen las siguientes propiedades

(i) LoA=AoL,
(ii) Nu(A o L) es de dimensién finita.

Verificar que
(a) Nu(L) + Nu(A) € Nu(Ao L);

(b) siw € Nu(A)NIm(L), entonces toda solucién de la ecuacién L(v) = w pertenece
aNu(4doL);

(c) siw € Nu(A)NIm(L) y si S es un subespacio de Nu(Ao L) tal que Nu(L)®S =
Nu(A o L), entonces existe un tnico v € S tal que L(v) = w;

@: repasar la demostracion del teorema de la dimension para las transformacio-
nes lineales definidas en dominios de dimension finita.

(d) si ademds Nu(L) N Nu(A4) = {0}, entonces

» para cada w € Nu(A) NIm(L) existe un dnico v € Nu(A) tal que L(v) = w,
= Nu(4o L) =Nu(A) & Nu(L).

2.30 Se considera el operador diferencial L : C*°(R) — C*°(R) definido por
L:= (D —2I)(D —4I)(D + 31)?,

y la ecuacién diferencial L[y] = p, donde p(x) = 5z3e73%.

(a) Hallar una base B, de Nu(L).

(b) Comprobar que el operador A = (D + 3I)* es un aniquilador de p: A[p] = 0.

(c) Hallar una base B 4y, de Nu(A o L) que contenga a la base By,.
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(d) Comprobar que existe una solucién particular y, de la ecuacién L[y] = p per-
teneciente al subespacio gen(Bay, \ Br).

(e) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial L[y] = p.

2.31 Para cada w € {1,7/4,2}, hallar y graficar la solucién del problema
y" + 4y = cos(wt)

con las condiciones iniciales y(0) = 1/2, y'(0) = 0.

2.32 W [ver Ejercicio 1.17 y Ejercicio 1.18] Se considera la ecuacién diferencial

general
d’*x dx
1 m—s- +b— + kx =0,
(1) dt? dt
donde m, b y k son constantes positivas. Esta ecuacion representa la dindmica de

un sistema masa-resorte-amortiguador como el que se muestra en la figura

Sistema masa-resorte-amortiguador: m es la masa del objeto, k es
la constante elastica del resorte y b es el coeficiente de roce viscoso
del amortiguador.

(a) Mostrar que las raices del polinomio caracteristico de la ecuacién (1) son
b b \> Kk
A=——= — ] ——.
2m 2m m

(b) En cada uno de los siguientes casos, hallar la solucién general z, de la ecuacién

b k

(1) en términos de las constantes b, m y  := ‘(%)2 -

y explicar por qué

tl}Iﬁloo xp(t) = 0.

1. Sobreamortiguado: (%)2 > %
2. Criticamente amortiguado: (%)2 = %

3. Subamortiguado: (%)2 < %
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(c) Para cada b € {15,20,25,30} hallar y graficar la solucién de la ecuacién
diferencial 42" + bz’ + 252 = 0 sujeta a las condiciones iniciales x(0) = 1/2, 2'(0) =
0.

2.33 En cada uno de los siguientes casos construir una ecuacion diferencial
Y™+ a1y o+ ary + agy =0,

con agp,day,...,an—1 € R, del menor orden posible que tenga como soluciones a las
funciones indicadas.

(a) y1 = €', yo = €

(b) 1 = te'
(©) 1 = %
(d) y; = te** sen(t);

(e) y1 =t, y2 = cos(3t), y3 = et

2.34 Sea L : C*°(R) — C*(R) el operador diferencial
Lly) = y™ + an_1y™ Y + -+ a1y’ + agy,

de orden minimo tal que la ecuacién diferencial L[y] = 0 tiene como soluciones a
las funciones y; = t, y2 = e~ 2 y3 = cos(3t).

(a) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea L[y] = 0.
(b) Hallar una solucién particular de la ecuacién diferencial L[y| = te'.
(c) Hallar una solucién particular de la ecuacién diferencial L[y] = t¢.

(d) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial Lly] = ¢ (5 + 8e?).

(e) Resolver el problema L[y] = 0 con las condiciones iniciales 3(")(0) = ¢; para
todoi € [0:n—1].

(f) ,Cémo deben ser las condiciones iniciales, (y((0) :i € [0: n — 1]) para que la
solucién del problema L[y] = 0 satisfaga que th’m y(t) =07
— 00
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Guia 3

PRELIMINARES

Sobre espacios métricos y normados

. Una distancia, o una métrica, en un conjunto X es una funciéon d : X x X —

R* que posee las tres propiedades siguientes:

a) Para z,y € X: d(z,y) =0 si, y s6lo si z = y.

b) d(z,y) = d(y,z) para todo x,y € X (simetria).

¢) d(z,y) <d(z,z)+d(zvy) para todo x,y, z € X (desigualdad triangular).
La expresion d(z,y) se lee la distancia entre los puntos x e y. El par (X, d),
constituido por el conjunto A munido de una distancia, se denomina espacio
métrico.

. La nocién de distancia permite introducir la nocién de limite: se dice que la

sucesion (T, )nen converge a x, 0 que &, tiende a z, cuando

nl;rréo (x,z,) =0.

En tal caso z se llama el limite de la sucesion (T,)nen vy se denota por
lim z, = z.

n—o0
En todo lo que sigue, y salvo que se diga lo contrario, K es R o C.
Una norma en un K-espacio vectorial V es una funcién || - || : V. — RT que

posee las tres propiedades siguientes:

a) |lz|| = 0 si, y sélo si, x = 0.

b) |[Az]| = |Al||z|| para todo A € K, z € V.

¢) lz+yll <llz| + |ly|| para todo =,y € V (desigualdad triangular).
Al nimero no negativo ||z|| se le denomina la norma de x y el par (V, ||-||) se
llama espacio normado. La norma de x representa la longitud del segmento
de recta [0,z] := {tx :t € [0,1]} que une a los puntos 0 y x. Notar que si

x # 0, entonces u, := ||z||~'x pertenece al subespacio generado por = y
lus| = 1.
. Todo espacio normado (V,|| - ||) se convierte en un espacio métrico, si para

cualesquiera z,y € V se define

d(z,y) = |lz —yl.
Notar que la distancia inducida por una norma posee las siguientes propie-
dades adicionales:
a) d(z,y) = d(z + z,y + z) (invarianza por traslaciones: la distancia entre
x e y no cambia si ambos puntos se someten a una misma traslacién).
b) d(Az, Ay) = |A|d(z,y) (cambio de escala por dilataciones: al dilatar am-
bos puntos por un mismo factor A, la distancia queda multiplicada por
A
¢) En particular, d(x,y) = d(z —y,0), de modo que las distancias al origen
son suficientes para conocer todas las demaés.



32

Sobre espacios euclideos

6. Un producto interno en un K-espacio vectorial V es una funcién (-,-) : V x
V — K que posee las las siguientes propiedades:

(i) Paracada A e Ky z,y,z€V

1) <x + y,z) = <$7Z> + <y,z>,
2) <)‘$5y> = /\<$,y>.

(ii) (z,y) = (y,2) Va,y € V.

(iii) (z,z) >0sia #0.

7. Un K-espacio vectorial V munido de un producto interno (-, -) se llama espa-
cio euclideo y se denota por (V, (-,-)). Cuando K = R se dice que (V, (-,-)) es
un espacio euclideo real y cuando K = C se dice que (V, (-,-)) es un espacio
euclideo complejo.

8. La tabla de multiplicacién de una coleccién de vectores X = (z; : i € I,) se
llama la matriz de Gram de X y se denota por Gy

G e [<33z,33]>];gn _ 2, T1 2, T2 2, Tn,
<$n,l‘1> <J3n,l‘2> <$n7$n>

El Gramiano de X, denotado por G(X), es el determinante de la matriz Gx.
9. La matriz de Gram de una base B = {v; : i € I,,} de V determina univo-
camente al producto interno (-,-) y se llama la matriz del producto interno
(-,-) respecto de la base B.
10. Todo espacio euclideo (V, (-,-)) se convierte en un espacio normado, si para
cualquier x € V se define

]| := vz, ).

La funcién ||-]| : V — R* asi definida es una norma en V y se llama la norma
inducida por el producto interno.
11. La desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que

[(z,y) < ll=[lllyll para todo =,y € V.

12. Si V es un R-espacio vectorial el dngulo 8 entre dos vectores no nulos x ey
se define mediante la férmula

_ (zy)
I llyll”

donde § € [0, w]. Notar que cosf = (ug, uy).

13. Si (y,z) = 0 se dice que los vectores x e y son ortogonales y se denota por
y L z. El conjunto de todos los vectores ortogonales a x se denota por z=,

y se llama el subespacio ortogonal a x

zti={yeV:(yz)=0}.

cos 6

En los espacios euclideos reales la condicién (y,z) = 0 implica que 6 = 7§
salvo que z =00 y = 0.
14. Obsérvese que si z # 0, entonces para todo y € V vale que

Y = (Y, ue) Uz + (Y — (Y Uz) Us) -



15.

16.

17.

18.

19.

20.
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El teorema de Pitdgoras establece que si x e y son ortogonales, vale que
2 2 2
lz+yll” = ll=lI + llylI*-
Un sistema de vectores 8 = {v; : i € I} C V\ {0} se llama ortogonal, cuando
(vi,v;) =0 para todo i # j.
Obsérvese que 8 es un sistema ortogonal si, y sélo si, las matrices de Gram
de todos los subconjuntos finitos de § son diagonales.
Un sistema ortogonal de vectores {u; : i € I} se llama ortonormal, cuando
|lu;|l =1 para todo i € L
Si 'V es un conjunto no vacio de vectores, el subespacio ortogonal a 'V, deno-
tado por VI, se define por
V= {z € V: (x,v) =0 para todo v € V}
El producto interno candnico en K", (-,-) : K" x K™ — K se define por
(z,y) = y'z,
donde y* := yT es el traspuesto conjugado del vector y. Notar que y*z = z77.
El producto interno candnico en K™*™, (-, ) : K"™*" x K™*" — K se define
por
(X,Y) :=tr (Y"X),
donde Y™ := YT esla matriz traspuesta conjugada de Y. Notar que tr(Y*X) =
tr(XTY).
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EJERCICIOS

3.1 Sea (V,{-,-)) un C-espacio euclideo finito dimensional y sea vy € V\ {0} un
vector arbitrario pero fijo.

(a) Comprobar que la aplicacién ¢ : V — C definida por
¢(v) == (v, vo)

es una funcional lineal de V. Describir su nicleo e indicar la dimensién del mismo.
Observar que V = Nu(¢) ® gen{uvg}.

(b) Explicar por qué la aplicacién ¢ : V — C definida por
¥(v) := (vo, v)

no es una funcional lineal de V.

@: repasar la definicion de producto interno.

3.2 En cada uno de los siguientes casos, verificar que la férmula
(z,y) :==y" Gx

define un producto interno en R?:

(a)GEQl{B (1)]{1}2 1{2},{\@1/2 \/51/2},[\/%/2 \/‘?/2]}.

(b) Geggz{{ ! COISH] L ge (o,w)}.

cos

_ 2 l1lycos0|
(c)Gegg—H&eQCOSH 7 :0€(0,m), 0, >0,00>07.

(d)Geg4:{[Z l;]:a>07det[z I(j >0}.

@: observar que Gy C Go C G3 = G4 y decidir en qué orden se resolverd el proble-
ma. ;Se podrdn definir otros productos internos en R?? ; Qué significado geométrico
tienen los coeficientes de las matrices G ? ;Qué efectos tiene la eleccion de cada uno
de esos productos internos sobre los lados y el drea del triangulo de vertices 0,eq,es?
& Qué significado geométrico tiene el determinante de G?

3.3 @ Hallar todos los productos internos en R? que convierten al tridngulo de
vértices 0, e1 y e en un triangulo equilatero. Utilizar alguno de ellos para calcular el
angulo entre los vectores v; = [1 1]T vy Uy = [—1 1}T. ;,Cuadl es el valor del area
del tridangulo de vértices 0,v; y v2? ;Cémo depende del producto interno elegido?
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3.4 Sea (V, (-,-)) un R-espacio euclideo de dimensién 3 y sea
B=Au;:ielz}c{ueV:||u|=1}

una base de V tal que ||u; +u;||> =2+ V3 y |lu; — u;||?> =2 — V3 para i # j.

(a) Hallar la matriz del producto interno (-, -) respecto de la base B.

(b) Hallar la matriz © := [arc cos((ui,uj))]?e%s.
J€ls

(c) Construir un tridngulo rectdngulo cuyos vértices sean 0, w1, ug — Aug, con A € R.
. Es tnico?

(d) Calcular el drea del tridngulo de vértices 0, uq, uz.

(e) Calcular el drea del tridngulo de vértices u1, ug y us.

3.5 % Sea Vun R-espacio vectorial y sea (-,-) : V. x V — R un producto interno
en V. Sean v1 y v2 dos vectores linealmente independientes. Demostrar que la suma
de los angulos internos del triangulo de vértices 0, vy, v9 es 7.

@: Razon por la cual se dice que (V,(-,-)) es un espacio euclideo real.

3.6 [ver Ejercicio 2.19] En R? con el producto interno canénico se considera el
subespacio

S=gen{[1 0 -1)", 0 1 -1)"}.
(a) Escribir cada vector x € R? en la forma x = 25 + x5 con 25 € Sy x5 € Sty
comprobar que R? =S @ S+.

(b) Hallar la matriz con respecto a la base canénica de la proyeccién ortogonal de
R3? sobre S.

(c) Calcular la distancia al subespacio S de cada uno de los elementos de la base
canénica de R3.

(d) Hallar todos los = € R? tales que Ps(z) = [1 1 72]T cuya distancia a S sea
igual a V3.

(e) Hallar el conjunto de todos los & € R3 que sean equidistantes a los puntos
[0 0 0 y[6 6 6]

3.7 En R3 con el producto interno (-,-) definido por

2 -2 0
(my)=y" |-2 5 4|z
0 4 6
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se consideran los subespacios

Slz{$€R3:$1+I2+$3=0} yggz{x€R3:x1—m3:0}.

(a) Hallar las matrices con respecto a la base canénica de las proyecciones ortogo-
nales de R? sobre Si- y sobre Sy

(b) Seab=1[1 1 2
b al subespacio S,.

]T. Hallar la distancia de b al subespacio Si y la distancia de

(c) Hallar el conjunto de todos los € R? cuya distancia a S; coincide con su
distancia a Ss.

3.8 Sea (V,(-,-)) un R-espacio euclideo de dimensién 3 y sea B = {vy,v2,v3}
una base de V cuya matriz de Gram es

1 1/2 1/3
Gs = [1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

(a) Hallar la matriz con respecto a la base B de la proyeccién ortogonal sobre el
subespacio S = gen{vy, va}.

(b) Hallar la proyeccién ortogonal de vz sobre el subespacio S.
(c) Calcular la distancia de v3 al subespacio S.

(d) Hallar el conjunto de todos los v € V cuya distancia a v; coincide con su
distancia a vs.

3.9 Se considera el espacio euclideo (Ra[z], (-,-)) con el producto interno definido
por

1
<p7Q>:=:/E p(x)q(z)dz.

Calcular

1
min / (x2 —ax — b)2 dx.
a,beR [

3.10 Se considera el espacio euclideo (C([—1,1]), (-,-)) con el producto interno
definido por

(f.g) = /_ f@)g(z)dr.

(a) Hallar la proyeccién ortogonal de y = cos(mzx) sobre Ra|x].
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(b) Calcular

1
min / (cos(mz) — p(x))? da.

pER2[z] J_1

(c) Calcular la distancia de y = 22 al complemento ortogonal del subespacio
gen{cos(mx)}.

3.11 @ [ver Ejercicio 2.23] En R? con el producto interno canénico. Sean
I, 5 € £(R?) las transformaciones lineales definidas por

1{11

w2 e i =2 o

(a) Comprobar que II; y IIs son dos proyecciones, identificando en cada caso el
subespacio sobre el que proyectan y la direccién en la qué lo hacen.

(b) {Es IT; una proyeccién ortogonal?

(c) {Es Il una proyeccién ortogonal?

(d) ;Existe z € R? tal que ||TI;(x)|| > ||=||? Si la respuesta es afirmativa, exhibir al
menos uno.

(e) ;Existe z € R? tal que ||Tlz(z)|| > ||z||? Si la respuesta es afirmativa, exhibir al
menos uno.

3.12 [ver Ejercicio 1.21] Sea A € R**5 la matriz definida por

12 0 4 0
13 5 2 1
A= 2 3 -5 10 0
2 4 0 8 1

(a) Hallar las matrices con respecto a la base candnica de las proyecciones ortogo-
nales de R* sobre col(A) y sobre nul(AT).

(b) Hallar el conjunto de todos los & € R* cuya distancia al col(A) es igual 1.

3.13 [herramienta] Sean (R™, (-,-)) y (R™, (-,-)) los R-espacios euclideos canénicos
de dimensiones n y m, respectivamente, sea A € R™*" y b € R™. Por definicién,
resolver la ecuaciéon Az = b por minimos cuadrados significa determinar el conjunto
argmingegn ||b — Az|| de todos los z € R™ cuyas imdgenes por A minimizan la
distancia al vector b.

(a) Explicar por qué
arg min |b— Az|| = {z € R" : Az = Py ia)(b)} .
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(b) Observar que {z € R™ : Az = P (4)(b)} # 0. Motivo por el cual para cualquier
b € R™ existe al menos una solucién por minimos cuadrados de la ecuacién Ax = b.

(c) Verificar que nul(AT) = col(A)+.
d) Utilizando que b — P, b) L col(A), concluir que
( ) q col(A)( ) ( ) q
s _ — n . AT —_ AT
arg min b — Az|| = {z e R" : A" Az = A"b} .

(e) Verificar que nul(A) = fil(4)*.

(f) Utilizando que todo = € R™ se descompone de manera Unica en la forma
x=af+2xp, con xy € fil(4), y x, € nul(4),

deducir que la aplicacién x; — Az es una biyeccién de fil(A) en col(A).

(g) Concluir que para cada b € R™ existe un unico x¢(b) € fil(A) tal que

arg m]lgn |b— Az|| = {zf(b) + zp : x;, € nul(A4)}.
TER™

Utilizando el Teorema de Pitdgoras observar que de todas las soluciones por mini-
mos cuadrados de la ecuacién Az = b, la solucién z;(b) es la que tiene norma
minima.

(h) Observar que cuando dim(col(A)) = n la matriz AT A es inversible y que por lo
tanto, # = (AT A)~1 ATb es la tinica solucién por minimos cuadrados de la ecuacién
Az = b. Como A& = Peoi(a)(b) se deduce que A(ATA)"1AT es la matriz en base
canénica de la proyeccién ortogonal sobre col(A).

3.14 Sea A € R3*3 la matriz definida por

1 0 1
A=]10 -1 -1
-1 1 0
En cada uno de los siguientes casos, hallar las soluciones por minimos cuadrados de

la ecuacion Ax = b, determinar la de norma minima, y calcular el error cuadrético
min,egs [|b — Az|]?

@b=1[2 -1 2"

b)b=1[3 -1 2]

3.15 Sean A € R**2 y b € R* definidos por

11 1
12 3
A=l 3] b= 7
1 4 9
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Hallar la solucién por minimos cuadrados de la ecuacién Az = b y calcular el error
cuadrético ||b — Az||2.

3.16 Usando la técnica de minimos cuadrados, ajustar los siguientes datos

z|-1 0 1 2 3
y|-14 5 4 1 22

mediante una recta y = ag + a1, mediante una cuadratica y = ag + a12 + asz?,
y mediante una ctbica y = ag + a12 + asx? + asx>®. ;Cudl de esas tres curvas se
ajusta mejor a los datos?

3.17 Después de estudiar el comportamiento de un cierto tipo de enfermedad virdsi-
ca, un investigador plantea la hipdtesis de que, a corto plazo, la cantidad, =, de
individuos infectados en una poblacién particular crece exponencialmente con el
tiempo, ¢, medido en dias. Es decir, postula un modelo de la forma z = ae’. Es-
timar, mediante la técnica de minimos cuadrados, los parametros a y b, utilizando
para ello los siguientes datos observados por el investigador:

t]1 2 3 4 5
16 27 45 74 122

Utilizar la estimacién obtenida para predecir la cantidad de individuos infectados
al cabo de una semana.

@: & Qué transformacion convierte una funcion exponencial en una funcion li-
neal?

3.18 [ver Ejercicio 1.26] Se considera el R-espacio euclideo (Rq[z], (-,-)) con el
producto interno definido por

(p,q) := p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2).

Comprobar que

B - {;(x )@ —2), —2(z - 2), %m(m - 1)}

es una base ortonormal de (Ra[], (-, -)), ¥ utilizar ese resultado para hallar el vector
de coordenadas del polinomio p = 1 + z + 22 en base B.

3.19 Sea (V,(-,-)) un R-espacio euclideo de dimensién n y sea B = {u1,ua, ..., un}
una base ortonormal de V.

(a) Comprobar que para toda pareja de vectores v1,v2 € V vale que

d(vi,v2) = ((v2,u;) — (v1,u))%.

1

n

J
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(b) Deducir que para cada vy € V y cada r > 0, el conjunto
n n
{v e Vid(vy,v) =1} = ijuj YT, ..., T €R, Z(xj —aj)2 =725,
Jj=1 Jj=1

T
donde [al . an} es el vector de coordenadas de vy respecto de la base B, es
decir, a; = (vo, u;) para todo j € I,,.

@: recordar el Teorema de Pitdgoras.

3.20 Se considera R? con el producto interno (,-) definido por

(z,y) =y E é} z,

(a) Describir el significado geométrico del conjunto

Y= {r e R?: 2z} + 2z 125 + 223 = 4}.

(b) Hallar dos vectores vy, ve € R? tales que

Y= {y1v1 +y2v2 : y1,02 €R, 47 +u3 =4}
= {2cos(f)v1 + 2sen(f)vy : 6 € [0,2m)},

y representar graficamente el resultado obtenido.

3.21 Sea A € R**5 la matriz definida por

11 2 1 0
1 2 3 3 1
A= 2 2 4 20
2 3 5 41
(a) Comprobar que b= [3 4 6 7]T € col(A).

(b) Mostrar que existen a1, as € Ry v1,vs € col(A) tales que
{y € col(A) : d(b,y) = 1} = {(a1 + cos(#))vy + (az + sen(f))vs : 6 € [0,27)} .

/,Son tnicos? Si la respuesta es afirmativa, determinarlos. Si la respuesta es negativa,
exhibir dos ejemplos.

3.22 Se considera el R-espacio euclideo (C([—m,7]), {-,-)) con el producto interno
(+,-) definido por

™

(frg)= | [f(g(t)dt.
(a) Verificar que el conjunto
u{ 1 cos(t) cos(2t) cos(3t) sen(t) sen(2t) sen(3t) }
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es un sistema ortonormal en (C([—7, 7)), (-, )).

(b) Para cada n € N, sea S,, el subespacio generado por
sen(t) sen(nt)
NS
Dada la funcién f € C([—m,x]) definida por f(t) = ¢, hallar la funcién f, € S, mas
cercana a f y determinar su distancia a f: d, = ||f — full.

(c) Graficar las funciones f, fi, f2, ..., fe sobre el intervalo [—7,7].

(d) Examinar el comportamiento del desarrollo decimal de la sucesién d,,.

@: sserd verdad que lim fn =f?
n—oo

3.23 Sea (R3,(-,-)) el espacio euclideo canénico. En cada uno de los siguientes
casos, utilizar el algoritmo de Gram-Schmidt para producir un sistema ortonormal
U; a partir del conjunto linealmente independiente £; dado.

17 [2 21 31 [5 31 [-1] [2
o= 2], 1Y, co={of, |4]. |6 b, c5={1o],[0], ]9
1| |3 ol |o| |7 4 | 7] |11

3.24 Sea A € R**® la matriz definida por

12 0 4 0
1 3 5 2 1
A= 2 3 -5 10 0
2 4 0 8 1

(a) Hallar una base ortogonal de R* que contenga una base de col(A).

(b) Hallar la proyeccién ortogonal de R* sobre col(A).

]T a col(A).

(c) Calcular la distancia del vector [I 1 1 1

3.25 Se consideran el R-espacio euclideo (C([—1,1],R),(-,-)) con el producto in-
terno definido por

1
(f.9) = / Fa)gla)da.

y el subespacio Ry[z].
(a) Utilizar el algoritmo de Gram-Schmidt para producir una base ortonormal

{po,p1,p2} de Ro[z] a partir de la base {qo,q1,¢2}, donde

@o=1 q =1 g=21°

(b) Hallar las siguientes proyecciones ortogonales: Pg, [, (sen(7)), Pr,[s)(cos(mz)).
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(c) Calcular las distancias d(sen(wz), Ra[z]), d(cos(mz), Ralz]).

@: Los polinomios pg, p1,p2 asi obtenidos son los primeros tres polinomios de
Legendre normalizados. Se puede comprobar que para cada n = 0,1,2, ..., el polino-
mio p, es solucion de la ecuacion diferencial de Legendre

(1- IQ)y" —2zy" +n(n+ 1)y =0.

3.26 Sea A € R™*™ una matriz de rango n.

(a) Comprobar que existen matrices Q € R™*" y R € R"*"™ tales que

1. las columnas de @ son una base ortonormal de col(A),
2. la matriz R es triangular superior y los elementos de su diagonal son positi-
VoS,

3. A=QR.

@: Las columnas de @ se obtienen aplicando el algoritmo de Gram-Schmidt a las
columnas de A.

(b) Comprobar que la factorizacién A = QR del inciso anterior es tnica.

3.27 Hallar la descomposiciéon QR de las siguientes matrices

1 2 2 3 5 3 -1 2
A=12 1|, Aa=10 4 6|, As=10 0 9
13 00 7 4 7 11

3.28 En R? con el producto interno (-, -) definido por

2 -2 0
(ry)=y" |2 5 4|z
0 4 6

se considera la funcional lineal ¢ : R® — R definida por ¢ ([xl xy 3] T) =

axy + bxy + cxs, donde a,b,c € R. Hallar x4 € R? tal que ¢(x) = (x, z4) para todo
r € R3.

3.29 Sea Ry[x] con el producto interno definido por

(p,q) = / p(z)q(x)dz.

-1
(a) Hallar g € Ry[z] tal que p(0) = (p, q) para todo p € Ry[z].
(b) Hallar g € Ro[z] tal que p'(0) = (p, ¢) para todo p € Ra[z].

(c) Hallar ¢ € Ry[x] tal que filp(x) cos(mx)dx = (p, q) para todo p € Ra[z].
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3.30 En R, [z] con el producto interno

(p,q) = / p(x)q(x)dx

-1
se considera § : R, [z] — R la funcional lineal definida por §(p) := p(0). Para cada
n € Ijp hallar y graficar el polinomio ¢, € R, [z] tal que 6(-) = (-, qn).



