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1 Proposito

El objeto de estas notas es repasar las principales definiciones y resultados de la teoria de espacios
vectoriales, que se presupone el alumno ha aprendido en cursos previos de dlgebra. La mayor
parte de los resultados se presentan sin demostracion, ya que éstas se encuentran en la mayoria
de los libros de texto de algebra lineal, entre ellos los mencionados en la bibliografia que se
encuentra al final de estas notas, bibliografia que, por otra parte, el lector no debe dejar de
consultar. Sin embargo, se ha tratado de ilustrar y motivar esos resultados a partir de distintos
ejemplos.

Deseo agradecer a Pablo Servidia por la elaboracién de los graficos y a Ada Cammilleri y
Rafael Garcia por sus comentarios y sugerencias.

2 Espacios vectoriales

Comencemos recordando la definicién de espacio vectorial.

Definicion de espacio vectorial.

Un espacio vectorial es un conjunto no vacio V en el que estdn definidas una ley de compo-
sicion interna denominada suma, que a cada par de elementos u, v de V' asocia un elemento w
de V denotado w = u+v, y una ley de composicién externa denominada producto por escalares,
que a cada nimero a € K (K =R 6 C) y a cada elemento u de V asigna un elemento v = au,
que verifican las siguientes condiciones:

1. conmutatividad: v+ v = v +u, Yu,v € V;

2. asociatividad: u+ (v + w) = (u 4+ v) + w, Yu,v,w € V;

3. existe elemento neutro, Oy € V, tal que u 4+ 0y = u, Yu € V;

4. para cada u € V existe un opuesto, denotado —u, tal que u + (—u) = Oy;

5. distributividad respecto de los escalares: (o + B)u = au + Pu, Vo, 3 € Ky Yu € V;
6. distributividad respecto de los vectores: a(u +v) = au + av, Ya € K y u,v € V;

7. asociatividad respecto de los escalares: o(fu) = (af)u, Vo, € V y Yu € V;

8. lu=u,VueV.



A los elementos del espacio vectorial V' se los suele denominar vectores, mientras que a los
numeros por los cuales se multiplican esos vectores se los denomina escalares.

Cuando el conjunto de escalares es el conjunto de niimeros reales, es decir, K = R, se dice
que V es un espacio vectorial real, mientras que si K = C se dice que V' es un espacio vectorial
complejo.

En lo sucesivo trabajaremos tanto con espacios vectoriales reales como complejos, y, a me-
nudo, emplearemos la terminologia V' es un R-espacio vectorial o V' es un espacio vectorial sobre
los reales para indicar que V es un espacio vectorial real; similarmente diremos que V es un
C-espacio vectorial o un espacio vectorial sobre los complejos para indicar que V' es un espacio
vectorial complejo. Cuando no se requiera alguna propiedad especial del conjunto de escalares,
diremos simplemente que V' es un espacio vectorial. De aqui en adelante, en general designa-

remos a los vectores con letras latinas minusculas, u, v,..., a los escalares con letras griegas
mintsculas, «, G, ..., y, cuando no haya peligro de confusién, al vector nulo de V por 0 en lugar
de Ov.

Propiedades elementales. A partir de los axiomas de espacio vectorial se deducen las si-
guientes propiedades bésicas:

1. el elemento neutro 0 € V' es tinico; también es tnico el opuesto de un elemento wu;
2. Ou=0Vu €V y a0 =0 para todo escalar «;

3. si au =0 entonces a =06 u = 0;

4. siu#0,au=pPu=a=0;sia#0, au=av = u = v;

5. (Fu=—-uVueV.

A continuacién presentamos a modo de ejemplo algunos de los espacios vectoriales reales o
complejos que aparecen con mayor frecuencia en las aplicaciones.

Ejemplo 1

1. Un ejemplo importante de espacio vectorial real es R", el conjunto de n-uplas (z1,...,z,),
x; € R, con la suma definida por

/ /

(1, mn) + (@), 2h) = (x1 4+ 20, .. 20 + 7)) (1)

y el producto por escalares reales

a(xy, ..., xn) = (ax1,. .., 0z),). (2)
En este caso el elemento neutro para la sumaes (0,0,...,0) y el opuesto de u = (z1,...,x,)
es —u = (—x1,...,—Ty).
2. Sien lugar de n-uplas reales consideramos n-uplas de componentes complejas, (z1, ..., x,),

x; € C, y definimos la suma mediante la férmula (1) y el producto por escalares complejos
mediante la férmula (2), tenemos que C", el conjunto de n-uplas complejas, es un espacio
vectorial complejo.



3. Otro ejemplo importante de K-espacio vectorial es K™*™ (K = R 6 C) el conjunto de
matrices de n filas por m columnas cuyas componentes son elementos de K, con la suma
y producto por escalares usuales:

ann -0 Qim buin -+ bim ain+bir 0 aum + bim
o =] :
an1 - Gpm bnl T bnm an1 + bnl Tt Qpm T bnm
aix - Aim aair 0 QGaim
(6% =
an1 -+ Qnm Qan1 - Qanm

El elemento neutro es la matriz nula, que es aquella cuyos elementos son todos nulos y el
opuesto de una matriz A de componentes a;; es la matriz B de componentes b;; = —a;;.

4. Un espacio vectorial real que aparece frecuentemente en las aplicaciones es el de las fun-
ciones f : I — R definidas en un intervalo I de la recta real, que denotaremos R’, con la
suma y producto por escalares usuales:

e Suma: si fy g pertenecen a R!, su suma, simbolizada por f+ g, es la funcién definida
por
(f+9)(x) = f(z)+g(x) paratodox € I.

e Producto por escalares: si f € R y a € R, su producto, simbolizado af, es la funcién
definida por
(af)(z) = af(x) paratodox € I.

Por ejemplo, si consideramos el intervalo abierto I = (0, 1) y las funciones f(z) =z + 1/x
y g(x) = 1/(x — 1), entonces

1 -2 421

(o)) =a+s4——o= 012 v BN =+

El elemento neutro para la suma es la funcién idénticamente nula, es decir, la funcién h
tal que h(z) = 0 para todo x € I. Por otra parte el opuesto de la funcién g es la funcién
—g, definida por (—g)(z) = —(g(x)) para todo = € I. (Figura 1.)

5. Consideremos un intervalo I de la recta real y denominemos C(I) al conjunto formado
por todas las funciones f : I — R continuas. C(I) es un espacio vectorial real con las
operaciones suma y producto por escalares definidas en el ejemplo anterior. Note que
ambas operaciones son cerradas en C(I), en el sentido que sus resultados son elementos
de C(I), porque tanto la suma de funciones continuas como el producto de una funcién
continua por una constante son funciones continuas.

La funcién nula, que es continua y por lo tanto pertenece a C(I), es el elemento neutro
para la suma. Por otra parte, el opuesto de f € C(R) es la funcién — f definida en el punto
4, que es continua por serlo f.

6. Otro espacio vectorial real de importancia en las aplicaciones es el de los polinomios a
coeficientes reales

P = {p : p(t) = a,t" + anfltn_l +---+apg, n € ﬂ\]o},

con las operaciones suma y producto por escalares habituales.



glx)

Figura 1:

Los espacios vectoriales reales o complejos que mencionamos hasta aqui, son algunos de
los que aparecen mas frecuentemente en las aplicaciones del algebra lineal en la ingenieria. El
siguiente ejemplo, que carece de interés préctico, tiene por objeto mostrar un espacio vectorial
en el cual, a diferencia de los otros, tanto la operaciéon suma como la operacién producto por
escalares no estan basadas en, respectivamente, las operaciones suma y producto definidas en el
conjunto de escalares.

7. Consideremos V = R2, donde [R%r es el conjunto de pares ordenados compuestos por
nimeros reales positivos. Por ejemplo (1,1.5) € R2 y (—1,0) y (0,1) ¢ R%. En V
definimos las operaciones suma y producto de la siguiente manera:

Suma: (x1,z9) + (2}, 25) = (12, w2xh)
Producto por escalares reales: a(x1,z2) = (¢, z9).

Lo primero que observamos es que las operaciones que se han definido son cerradas, porque
tanto el producto de nimeros positivos como las potencia de un nimero positivo son
nimeros positivos.

Respecto de las propiedades de la suma y el producto, es sencillo comprobar aplicando
las propiedades del producto y potencia de nimeros reales, que la suma definida verifica
las propiedades conmutativa y asociativa y que el producto por escalares satisface las
propiedades 5 a 8. Por ultimo, el elemento neutro para la suma es 0 = (1,1) y el opuesto
del vector u = (z1,29) es —u = (7', 25 1).

Luego de haber visto algunos ejemplos de espacios vectoriales, es importante notar lo si-
guiente: todo espacio vectorial complejo es a su vez un espacio vectorial real si se considera la
misma operacién suma y el producto por escalares se restringe a escalares reales.

Por ejemplo, €2 es un espacio vectorial complejo, y, por lo dicho recién, también es un
espacio vectorial real. Sin embargo, si consideramos a C? como espacio vectorial real, el producto
(241)(1, —i) carece de sentido pues a = (2+41) no es real. Tampoco es vélida la descomposicién

(14 2i,7) = (14 23i)(1,0) + (0, 1)

(que si vale si consideramos a €2 como espacio vectorial complejo). Una descomposicién posible
en este caso es
(1+24,4) = 1(1,0) 4+ 2(2,0) + 1(0,4).



Veremos mas adelante que, a pesar de tratarse del mismo conjunto de vectores, sus propiedades
como espacio vectorial real seran diferentes de sus propiedades como espacio vectorial complejo;
por ejemplo, la dimension del espacio en el primer caso serd 4 y en el segundo 2.

Convencion. De aqui en mas, por comodidad, vamos a convenir en identificar R" y C"
con R™1 y €©™*! respectivamente. Es decir, cuando sea conveniente escribiremos en lugar de
1
u=(T1,...,2y), u=
L,
A menos que se especifique lo contrario, siempre consideraremos tanto a C™ como a C™*™

como (C-espacios vectoriales.

2.1 Subespacios

Algunos de los espacios vectoriales que hemos dado como ejemplo estan relacionados entre si.
Por ejemplo, C(I) es subconjunto de R! y P puede pensarse como subconjunto C(R), ya que cada
polinomio define una funcién continua en R. Més atn, las operaciones son las mismas tanto en
R! como en C(I) y tanto en C(R) como en P. Esta situacién —la de tener un subconjunto de un
espacio vectorial V' que, con las operaciones definidas en V', también es un espacio vectorial— es
muy comun y tiene consecuencias importantes.

Definicion de subespacio. Un subconjunto & de un espacio vectorial V es subespacio de
V si S es un espacio vectorial con las operaciones definidas en V.

Notamos que con esta definicién C(I) es subespacio de R! y P es subespacio de C(R).
De acuerdo con la definicién de subespacio, para concluir que un subconjunto & de V es
subespacio deberiamos probar lo siguiente:

1. S no es vacio;

2. la suma y el producto definidos en V' son operaciones cerradas en S, es decir, v + v es
elemento de S si u y v son elementos de S, y au es elemento de S si a es un escalar
arbitrario y u es elemento de S (en caso contrario la suma no seria una ley de composicién
interna o el producto por escalares no seria una ley de composicién externa);

3. se verifican las propiedades 1 a 8 de la definicién de espacio vectorial.
Sin embargo no es necesario probar el tercer punto debido al siguente

Teorema 1 (Teorema del subespacio). Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V. En-
tonces S es subespacio de V' si y solo si se verifican las siguientes condiciones:

1. § no es vacio.

2. Siu yv pertenecen a S entonces u+ v pertenece a S.

3. Siu pertenece a S y a es un escalar arbitrario, au pertenece a S.
Veamos ahora algunos ejemplos de subespacio.

Ejemplo 2



1. Claramente S = {0}, (el conjunto que sélo contiene al elemento nulo de V') y S =V son
subespacios de V. A estos subespacios se los denomina subespacios triviales.

2. En R? toda recta S que pase por el origen es subespacio. Esta afirmacién puede justifi-
carse mediante el teorema del subespacio apelando a las interpretaciones geométricas de
la adicién de vectores en el plano (regla del paralelogramo) y del producto de vectores por
escalares. En efecto, S no es vacio porque el origen de coordenadas pertenece a S. Por
otra parte, si sumamos dos vectores contenidos en la recta S aplicando la regla del parale-
logramo, se comprueba facilmente que el vector resultante pertenece a la misma recta. Por
ultimo, si multiplicamos un vector cualquiera de S por un escalar, el vector que obtenemos
tiene la misma direcciéon que el primero y por lo tanto también pertenece a S.

Mediante argumentos geométricos y el teorema del subespacio también es posible demos-
trar que toda recta o plano que contenga al origen es subespacio de R? (Figura 2).

u—+

u u+u

Figura 2:

3. Sea Ae K"™ (K =R 6 C), entonces S = {x € K™ : Ax = 0} es subespacio de K.

Para comprobarlo usamos nuevamente el teorema del subespacio.

i) S no es vacio porque 0 € S, ya que A0 = 0.

ii) Sean u y v € S. Por lo tanto Au =0y Av = 0. Entonces A(u+v) = Au+ Av =0+0,
con lo cual u+v € S.

iii) Supongamos u € S. Entonces Au = 0. Para comprobar que v = cu con « un escalar
arbitrario pertenece a S, veamos que Av = 0. Pero Av = A(au) = a(Au) = a0 = 0. Con
esto ultimo queda demostrado que S es subespacio.

A partir de este resultado se puede deducir en forma analitica que toda recta en R% que pase
por el origen es subespacio. En efecto, si S es una recta que pasa por el origen, sus puntos
verifican una ecuacién de la forma az; + bro = 0, es decir, S = {z € R? : axy + bxy = 0}.
Si llamamos A = [a b], tenemos que S = {x € R?: Az = 0}, que es subespacio por lo que
ya vimos.

En forma similar se demuestra que una recta S en R? que pase por el origen es subespacio.
En este caso los puntos de S son solucién de un sistema de dos ecuaciones lineales homo-



geneas, es decir, S = {x € R® : awxy + bxs + cx3 = 0 Adwy + exs + frz = 0}. Si ahora
a b c

d e f

consideramos la matriz A = [ , tenemos que S = {r € R® : Az = 0}, que es

subespacio de R3.

4. Dado un nimero natural o nulo n, denominamos P, al subconjunto de P compuesto por
los polinomios de grado menor o igual a n junto con el polinomio nulo. Entonces p € P,
siy s6lo sip = ant™ + ap_1t"" ' + -+ ag. Por ejemplo, p=1t3+tyq=2t>—t+1 son
elementos de P3; ¢ también es elemento de Po, mientras que p no lo es.

P, es subespacio de P y, por ende, es un espacio vectorial real. En efecto, P, no es vacio
porque P, contiene al polinomio nulo. Por otra parte, la suma de dos polinomios de grado
menor o igual a n es de grado menor o igual a n, y el producto de un polinomio de grado
menor o igual a n por una constante es un polinomio de grado menor o igual a n, con lo
cual las operaciones suma y producto son cerradas en P,.

5. Dado un intervalo I de la recta real, consideremos el conjunto C!(I) formado por todas las
funciones f : I — Rderivables con continuidad. Evidentemente C!(I) es un subconjunto de
C(I), pues toda funcién derivable es continua. Afirmamos que C*(I) es subespacio de C(I).
En efecto, como la funcién nula es derivable y su derivada, que es la misma funcién nula,
es continua, C!(I) no es vacio. Por otra parte, si f y g pertenecen a C1(I), f + g pertenece
a CY(I), pues (f + g)' = f'+ ¢’ es continua por ser continuas f’ y ¢’. Similarmente, si
f € CH(I) y a es un nimero real cualquiera, (af)’ = af’ es continua y, por lo tanto, af
pertenece a C1(I).

En forma similar se puede probar que C*(I), el conjunto compuesto por todas las funciones
definidas en I que son k-veces derivables con continuidad, es subespacio de C([).

3 Combinaciones lineales. Dependencia lineal

Dados vq,vs, -+, v,, vectores de un espacio vectorial V', una combinacion lineal de ellos es una
expresion de la forma
v + Qv + -+ Qv

con «aq,qs,...,q. escalares. Por otra parte, se dice que un vector v € V es combinacion lineal
de (o que depende linealmente de) vy, vs,...,v, si existen escalares oy, aq,...,q, tales que v =
a1V1 + QU2 + ... + QU

Ejemplo 3
1. El vector nulo es combinacién lineal de cualquier conjunto de vectores vy, va,...,v, € V,
pues 0 = Ovy + Ovg + - - - + Ov,..
2. En R?, w = (1,1,1) es combinacién lineal de v; = (2,1,3) y v2 = (1,0,2), pues
w=1v; + (=1)va.
Asimismo, (2,2,2) es combinacién lineal de (1,1,1) ya que (2,2,2) = 2(1,1,1).
3. En C?, w = (1 +14,2) es combinacién lineal de v; = (1,0) y vy = (0,1), pues

w = (1+1i)vy + 209.



Sin embargo, w no es combinacién lineal de v y vy si consideramos a C? como espacio
vectorial real. Silo fuese, w deberia poder expresarse en la forma w = ayv1 + ave con ag
y ag reales. Pero (1 +14,2) = a1(1,0) + a2(0,1) = (a1, 00) = a1 =1+iy as = 2.

4. f(xz) = sen(x 4+ §) es combinacién lineal de fi(x) = cos(x) y fa(x) = sen(z) en C(R).
En efecto, usando la identidad trigonométrica sen(a + b) = sen(a) cos(b) + cos(a)sen(b),
tenemos que para x € R, sen(x + ) = cos(7 )sen(z) + sen(}) cos(z), con lo cual

V2 V2
es decir /s /s
2 2
[ = Tf 1+ Tf 2
Dados los vectores v1,...,v,, se denomina gen{vy,...,v,} al conjunto de todas sus posibles
combinaciones lineales. Es decir,
gen{vy,...,v.} ={v eV :v=av; +ave+ -+ v}
Teorema 2 Dados vi,...,v, € V, gen{vy,...,v.} es subespacio del espacio vectorial V.
Al subespacio § = gen{vi,...,v,} se lo denomina subespacio generado por los vectores
V1,...,0, y a estos dltimos generadores de S.
Ejemplo 4

1. En R?, gen{(1,1)} es el conjunto de todos los miiltiplos del vector (1,1), el cual coincide
con la recta de pendiente 1 que pasa por el origen.

2. En P, gen{l1,t,t%} coincide con Ps, el subespacio compuesto por todos los polinomios
de grado menor o igual a 2 y el polinomio nulo, pues todo polinomio de P, se obtiene
combinando linealmente los polinomios p; = 1, ps =t v p3 = t2. Por ejemplo,

1+ 2t — % = 1p; + 2p2 + (—1)ps.

3. Sea S = {r € R®: 2z; + 29 + 23 = 0}. S es subespacio de R? por estar definido por una
ecuacién lineal homogénea. Por otra parte,

reS S 21 +x9+23=0& 13 =201 — 29.

Entonces z € S si y sélo si ¢ = (z1,29, —2x1 — 22) = x1(1,0,—-2) + 22(0,1,—1); en
consecuencia, x € S siy s6lo si z es combinacién lineal de v; = (1,0, —2) y v = (0,1, —1).
En otra palabras, S = gen{v;, v2}.

Los puntos 2 y 3 del ejemplo anterior motivan la siguiente definicién:
Se dice que un subespacio S de un espacio vectorial V estd generado por los vectores vy, ..., v, si

y s6lo si § = gen{vy,...,v,}. En esta situacion se dice que {v1,...,v,} es un conjunto generador
de § y que S es un subespacio finitamente generado.



De acuerdo con los puntos 2 y 3 del Ejemplo 4, P, estd generado por el conjunto {1,¢,t2}
mientras que {(1,0,—2),(0,1,—1)} es un conjunto de generador de S = {x € R3 : 2z; +
x2 + x3 = 0}. En el ultimo caso decimos que {(1,0,—2),(0,1,—1)} es un conjunto gene-
rador de S y no “el” conjunto generador de S pues, por ejemplo, {(2,0,—4),(0,2,—2)} y
{(1,0,-2),(0,1,—-1),(1,1,—3)} también generan S (verifiquelo).

Veamos algunos ejemplos mas.

Ejemplo 5

1. R? = gen{e1, ez} con e; = (1,0) y e3 = (0,1). En efecto, si z = (z1,22), * = (21,0) +
(O,IEQ) = 561(1, 0) + .’EQ(O, 1) = T1€1 + T2€9.

Més generalmente, R" = gen{ey,...,e,} con e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,...,0),....e, =
(0,0,...,1).

2. C" =gen{ey,...,e,} con ey,...,e, definidos como en el ejemplo anterior.

3. P, =gen{l,t,... t"}.

4. €?*2 = gen{E11, E12, E21, F2}, con

1 0 0 1 0 0 0 0
Ell—[o 0],E12—[0 0‘|’E21_l1 O]YEW_[O 1]-

En efecto, si A = (aij), A =a11F11 + aoF19 + as1 Eo + asgFas.

En general C™*™ = gen{F11,E12,...,Eim, ..., En1,..., Eyn} donde Ejj es la matriz que
tiene todos sus elementos nulos, salvo el correspondiente a la posicién 45 que es 1.

5. P no es un espacio vectorial finitamente generado. Para demostrarlo procedamos por el
absurdo. Supongamos que P es finitamente generado. Entonces existe un niimero finito
de polinomios no nulos, p1,po,...,pN tales que

P =gen{p1,...,pN}.

Llamemos n; al grado del polinomio p; y sea nuyax €l maximo entre los grados de los p;, es
decir

Nmax = Mmax{ni,na,...,ny}.
Entonces, cualquier combinacién lineal de los polinomios p; es nula o tiene a lo sumo grado
Nmax, con lo cual

P =gen{p1,...,pPN} C Prpacs
lo que es absurdo, pues el polinomio g = t"max*1 € P pero no a P, ... Como suponer

que P es finitamente generado nos lleva a una contradiccién, concluimos que P no es
finitamente generado.

3.1 Conjuntos linealmente independientes y bases

Como hemos dicho antes, es posible que un subespacio finitamente generado de un espacio vecto-
rial tenga diferentes conjuntos generadores; por ejemplo, cada uno de los conjuntos {(1,0), (0,1)},
{(1,1),(1,—-1)} y {(1,1),(1,—1),(1,0)} genera R?.

Ya vimos que el primero lo hace, veamos ahora que el segundo también genera R?.



Dado z = (z1, z9),
(x1,22) = a1(L,1) + (1, -1) <=1 =1+ a2 y za=a; —as.
Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos
ar = (1 +22)/2 ¥y az=(r1—22)/2,

con lo cual todo z € R? es combinacién lineal de (1,1) y (1,—1) (observe que a1 y ag estan
univocamente determinados por z).

Respecto del dltimo conjunto, es obvio que genera R? una vez que hemos visto que el
conjunto {(1,1),(1,—1)} lo hace. Sin embargo hay una diferencia fundamental entre los dos
primeros conjuntos y el tltimo: mientras que para los dos primeros conjuntos de generadores
la combinacién lineal que hay que efectuar para obtener un determinado vector es unica, con
el dltimo conjunto de generadores es posible combinar los generadores de diferentes formas y
obtener el mismo vector, por ejemplo:

(1,3) =2(1,1) + (=1)(1,—=1) + 0(1,0) vy (1,3) =2.5(1,1) + (—=0.5)(1, —1) + (=1)(1,0).

Esta diferencia hace que sea preferible trabajar con conjuntos de generadores con las carac-
teristicas de los dos primeros, es decir, con conjuntos de generadores tales que la combinacién
lineal que hay que efectuar para obtener cada vector del subespacio sea unica.

La razén por la cual es posible obtener el mismo vector combinando de diferentes maneras los
vectores del conjunto {(1,1),(1,—1),(1,0)}, es que uno de sus elementos depende linealmente
del resto. En efecto, como

(1,0) = 0.5(1,1) + 0.5(1,—1),

si ¢ admite la expresién
r=o1(1,1) + as(1,—1) + a3(1,0),

entonces también admite la expresion
z = (a1 +0.5a3)(1,1) + (a2 + 0.5a3)(1, —1) + 0(1,0).

Consideremos ahora el caso de un subespacio S generado por un solo vector v. Si v # 0,
combinaciones lineales diferentes de v dan origen a diferentes vectores, ya que, por una de las
propiedades elementales que dimos al principio, av = fv = a = (. Obviamente, si v = 0,
distintas combinaciones de v dan origen al mismo vector, por ejemplo, 1v = 2v = 0.

Los ejemplos anteriores nos sugieren que la condicién que debe cumplir un conjunto de ge-
neradores para que cada vector del subespacio pueda obtenerse combinando los generadores de
una Unica forma es que, en el caso en que haya mas de un generador, ninguno de ellos dependa
linealmente del resto y, en el caso en que haya un sélo generador, que éste no sea nulo. Antes
de enunciar la condicién mencionada conviene introducir algunas definiciones.

Se dice que un conjunto de dos o mas vectores {v1, vo, ..., v, } es linealmente dependiente
si alguno de los v; depende linealmente del resto. En el caso en que el conjunto esté formado
por un sélo vector vy, el conjunto es linealmente dependiente si v; = 0. Por otra parte, se dice
que {v1,v,...,v,} es linealmente independiente si no es linealmente dependiente, lo que es
equivalente a que ninguno de los v; dependa linealmente del resto en el caso en que haya més
de un vector en el conjunto, o a que v1 # 0 en el caso en que el conjunto esté formado por un
Unico vector.
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Existe una definicién de independencial lineal equivalente a la que dimos recién, pero mas
sencilla de verificar:

Un conjunto {vy,vs,...,v,} es linealmente independiente si y sélo si la tnica solucién de la

ecuacién
ovy + -+ o, =0 (3)
es la trivial, oy = 0,0 =0,...,a, = 0.

Por otra parte {v1,va,...,v,} es linealmente dependiente si y sélo si la ecuacién (3) admite
una solucién no trivial, es decir, existen escalares aq,as,...,a,, no todos nulos, tales que vale
(3).

Ejemplo 6

1. {1;¢t — 1;¢> + 2t + 1} es linealmente independiente en P. Para comprobarlo escribamos
o) +ag(t—1)+az(t> +2t +1) = 0.
Operando en el lado derecho de la ecuacién llegamos a la ecuacion
(1 — g + a3) + (g + 23)t + ast® = 0.

Como un polinomio es nulo si y sélo si todos sus coeficientes lo son, necesariamente

aj—as+ag = 0
as+ 203 = 0
a3 = Oa

con lo cual, resolviendo el sistema, obtenemos oy =0, as =0y az = 0.

2. {sen(x),cos(z),sen(x + §)} es linealmente dependiente en C(R), ya que, como vimos en el

punto 4 del ejemplo 3, sen(z + §) = @sen(x) + @ cos(x), Vo € R. Note que esto tltimo

implica que la ecuacién

agsen(x) + ag cos(x) + agsen(x + %) =0 VzeR,

admite soluciones no triviales; una de ellas es, por ejemplo, oy = g, oy = @ y az = —1.

3. {sen(z),cos(z)} es linealmente independiente en C(R). Para probarlo, supongamos que
Qa1 y a9 son escalares tales que

agsen(z) + agcos(x) =0 Vr € R. (4)

Como suponemos que la igualdad vale para todo x € R, en particular vale para x = 0, con
lo cual

agsen(0) + ag cos(0) = ap = 0.
Considerando ahora x = 7/2, y teniendo en cuenta que as = 0, resulta
agsen(m/2) = a; =0,

con lo cual demostramos que necesariamente a; = 0y as = 0, y con ello que conjunto es
linealmente independiente. Para finalizar, observe que no nos hubiese servido considerar
como segundo punto x = 7, 0, mas generalmente, x = k7 con k entero, para probar la
independencia lineal.
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Munidos del concepto de independencia lineal, estamos en condiciones de enunciar la con-
dicién necesaria y suficiente para que un conjunto generador de un subespacio sea tal que cada
vector de ese subespacio se obtenga mediante una tnica combinacién lineal de los generadores.

Teorema 3 Sea {v1,...,v,} un conjunto generador de un subespacio S del espacio vectorial V.
Entonces son equivalentes:

1. Para cada v € S, existen escalares unicos, aq,...,q,, tales que v = vy + - -+ + Q..
2. {vi,...,v.} es linealmente independiente.

Se desprende del teorema anterior que los conjuntos generadores linealmente independientes
son preferibles a los que son linealmente dependientes. Esto motiva la siguiente

Definicién de base. Un conjunto B = {vy,...,v,} es base de un subespacio & de un es-
pacio vectorial V siy sélo si B es un conjunto linealmente independiente que genera S.

Observamos que el subespacio nulo carece de base, pues el conjunto {0} es linealmente
dependiente.

Ahora surge la siguiente cuestién: dado un conjunto generador de un subespacio S # {0}
cémo obtenemos una base de S? La respuesta la brinda el siguiente resultado.

Lema 1 Sea {v1,...,v,,v,41} un conjunto generador de un subespacio S. Supongamos que
vr41 depende linealmente del resto, entonces {vi,...,v,} también es un conjunto generador de
S.

El lema anterior nos indica un método para obtener una base a partir de un conjunto ge-
nerador. Supongamos que {v1,...,v,} es un conjunto generador de un subespacio S # {0}. Si
r = 1, es decir, si el conjunto generador posee un tnico elemento vy, se tiene que, como S # {0},
vy # 0. Por lo tanto {v;} es base de S. Supongamos ahora que r > 1. Si {vy,...,v,} es
linealmente independiente, entonces es base de S. Si es linealmente dependiente, alguno de sus
elementos depende linealmente del resto; eliminamos ese elemento del conjunto y obtenemos un
conjunto que sigue generando S pero con r — 1 elementos en lugar de r. Si el conjunto obte-
nido es linealmente independiente, es base de S; si es linealmente dependiente, algtin elemento
es combinacién lineal del resto. Entonces eliminando ese elemento del conjunto obtenemos un
conjunto de generadores de S con r — 2 elementos. Prosiguiendo de esa manera, después de
un ndmero finito de pasos (no mas de r — 1) obtendremos un conjunto de generadores de S
linealmente independiente, es decir, una base de S. En el peor de los casos llegaremos a un
conjunto generador de & compuesto por un sélo vector, que forzosamente deberd no ser nulo,
pues S # {0}, y que por lo tanto serd base de §. Tenemos pues el siguiente resultado:

Teorema 4 Sea G = {v1,...,v,} un conjunto generador de un subespacio S # {0} de un
espacio vectorial V.
Entonces existe un subconjunto de G que es base de S.

Una de las consecuencias del teorema anterior es la siguiente:
Corolario 1 Todo subespacio finitamente generado distinto del subespacio nulo posee una base.

En lo que sigue vamos a enunciar una serie de propiedades ttiles e interesantes que se deducen
de la existencia de bases.
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Lema 2 Supongamos que {vy,...,v.} es base de un subespacio S de un espacio vectorial V.
Entonces todo conjunto de vectores de S con mds de r elementos es linealmente dependiente.

Del lema anterior se deduce que todas las bases de un subespacio S tienen la misma cantidad
de elementos. En efecto, supongamos que {vi,...,v.} y que {u1,...,u;,} son bases de S. Si
r < m, usando que {v1,...,v,} es base de S, tenemos que el conjunto {uq, ..., u,} eslinealmente
dependiente, lo cual es absurdo ya que suponemos que {uy,...,uy,} es base. Con un argumento
similar al que empleamos para ver que r no puede ser menor que m, se deduce que m tampoco
puede ser menor que r. Por lo tanto r = m.

Teorema 5 Sea S un subespacio no nulo finitamente generado. Entonces todas las bases de S
tienen el mismo numero de elementos.

Este teorema nos permite definir la dimensiéon de un subespacio finitamente generado.

Dimensién de un subespacio. Se define la dimensién de un subespacio no nulo finitamente
generado como el numero de elementos que posee una base cualquiera de S. Por definicion el
subespacio nulo posee dimensién cero. A la dimensién de S se la denota dim(S).

Ejemplo 7

1. Tanto la dimensién de R™ como la de C™ (como C-espacio vectorial) es n ya que E, =
{e1,...,ex} con e; = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1) es base tanto
de R™ como de C". Ya vimos que E,, genera cada uno de esos espacios (al primero como
espacio vectorial real y al segundo como espacio vectorial complejo), por otra parte la
independencia lineal es muy sencilla de probar. A la base E, se la suele denominar base
candnica.

2. La dimensiéon de C" como R-espacio vectorial no es n sino 2n. Veamoslo para el caso
n = 2 (el caso general es similar).

En primer lugar, notemos que si bien {e1,es} es Li. en €2 como R-espacio vectorial, ya
no genera 2, pues, por ejemplo, el vector (2+1i,1) no puede escribirse como combinacién
lineal de e; y eq si los escalares de la combinaciéon deben ser reales.

Veamos ahora que la dimension es 4. Para ello basta encontrar cuatro vectores li. que
generen C? como R-espacio vectorial.

Consideremos los vectores

(1,0), (:,0), (0,1) y (0,4).

En primer lugar comprobemos que generan C? como R-espacio vectorial. Sea (21,22) € 2.
Entonces z1 = 21 +iy1 y 22 = o + iy2 con x;,y; € R. Luego

(21,22) = (w1 + iy, z2 + iy2)
= 271(1,0) + yl(’L,O) + 562(0, 1) +92(0,2),

prueba que (z1,22) es una combinacién lineal de los vectores (1,0), (¢,0), (0,1) y (0,4)
(observe que los escalares de la combinacién son reales) y que por lo tanto estos ltimos
generan el R-espacio vectorial C2.
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Veamos ahora que son l.i. Consideremos la ecuacién
a1(1,0) + a2(7,0) + a3(0,1) + a4(0,7) = (0,0).
Efectuando las operaciones obtenemos
(a1 + i, ag +iayg) = (0,0),
con lo cual necesariamente
ar+iae =0y ag+iag=0.

Como los «; deben ser reales, no cabe otra posibilidad que sean todos nulos (justificarlo),
es decir ¢; =0 parai=1,...,4.

. Las dimensiones de R**™ y de C™*" son iguales a nm, ya que, como vimos anteriormente,
ambos espacios estan generados por E,xm = {F11, E12,..., Eim, ... En1, ..., Epp b, con
E;; la matriz que tiene todos sus elementos nulos, salvo el que ocupa la posicion ij que
es 1, y éste es un conjunto linealmente independiente. E,, «., es la base candnica tanto de
R™ "™ como de C™*™,

. {L,t,...,t"} es base de P, (verifiquelo) y por lo tanto dim(P,) = n + 1. Dicha base es la
base candnica del espacio mencionado.

. Consideremos el conjunto V = {f : [0,1] — R : f(x) = (ap + a1z + az2z?)e ™ *}. V es
un espacio vectorial real con las operaciones suma y producto que hemos definido para
funciones, ya que con esas operaciones es un subespacio del espacio vectorial C([0, 1]). Mas
atin, V = gen{e % ze~% z2e7*}. Afirmamos que dim(V) = 3. Para constatarlo basta con
ver que el conjunto {e~% ze~% 227"} es linealmente independiente. Supongamos

e + agre " + azr?e ™ =0 Va € [0,1] (5)

Evaluando ambos lados de la igualdad en los puntos del intervalo [0,1], z =0, z = 0.5 y
x = 1, obtenemos el sistema de ecuaciones

a1 = 0
e %%a; +0.5e7%%ay + 0.52¢ %%a3 = 0
e lag+etas+elay = 0,

que tiene como tUnica soluciéon a; = 0,0 =0y a3z = 0.

Otra forma de demostrar la independencia lineal del conjunto es la siguiente. Como e™* # 0
para todo z € [0, 1], (5) es equivalente a

o 4wz + a3z =0 Vzel0,1). (6)

Como el lado derecho de la ecuacién es una funcién polinémica, para que se cumpla (6) es
necesario que a1 = 0,0 = 0 y a3 = 0, ya que en caso contrario estarfamos en presencia
de un polinomio no nulo que se anula en un nimero infinito de puntos (todo punto del
intervalo [0, 1]), lo cual es imposible.

. Veamos otra demostracion de que P no es finitamente generado. Procedamos por el
absurdo. Supongamos que P es finitamente generado, y por lo tanto de dimension finita.
Sea N = dim(P). Entonces, aplicando el Lema 2 deducimos que los N + 1 polinomios
1,t,...,t" 1 son 1.d., lo cual es absurdo, ya que sabemos que son 1.i. Como suponer que P
es finitamente generado lleva a un absurdo, concluimos que P no es finitamente generado.
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Supongamos que la dimensién de un subespacio S es dim(S) = n. Para demostrar que un
conjunto de vectores {vy,...,v,} C S es base de S, segin la definicién de base debemos probar
por una parte que es linealmente independiente y por otra que genera S. Sin embargo, debido
al siguiente resultado, la tarea es mas sencilla: basta con probar que el conjunto verifica sélo
una de las dos condiciones.

Proposiciéon 1 Sea S un subespacio de un espacio vectorial V. Supongamos que dim(S) = n.
Entonces:

1. Si{v1,...,v,} C S es linealmente independiente, {vy,...,v,} es base de S.

2. Si{vy,...,un} CS genera S, {v1,...,v,} es base de S.

Ejemplo 8

1. {(1,1),(2,1)} es base de R? pues es linealmente independiente y dim(R?) = 2.

2. {1 —t,1 4+ t, 12} es base de P, pues lo generan y dim(P;) = 3. Para comprobar que
genera P basta con ver que 1,¢ y t? son combinaciones lineales de {1 —¢,1+¢,¢2}. Pero,
1=05(1—-1%)+05(1+t),t=—05(1—1)+05(1+t)y t> obviamente es combinacién
lineal por formar parte del conjunto.

Para finalizar, no podemos dejar de mencionar un resultado motivado por la siguiente pregunta:
Dado un conjunto linealmente independiente {vy,...,v,} de vectores de un espacio vectorial V'
de dimensioén finita ; forman parte de alguna base B de V7

Proposicién 2 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n y sea {v1,va,...,v.} C V,
con r < n, un conjunto linealmente independiente.
Entonces existen vyy1,...,v, € V tales que B = {v1,v9,...,v,} es base de V.

3.2 Subespacios fundamentales de una matriz !

Dada una matriz A € K"*™ (K = R 6 C), cada una de sus columnas puede ser interpretada
como un vector de K™. Entonces, si denominamos A; a la i-ésima columna de A, tenemos que

A e K"y que A=[A; Ag--- Ap)].

1 2 1 2
Por ejemplo, si A= | 1 1 |,suscolumnasson A1 =| 1 |yAdy=]1
1 0 1 0

Similarmente, cada fila de A puede ser interpretada como un vector de K™ transpuesto y, si
denominamos F; al vector columna que se obtiene transponiendo la i-ésima fila de A, podemos
escribir

A= :
FT

n

. . . . 1
Por ejemplo, las filas transpuestas de la matriz A del ejemplo anterior son F; = l 5 ], =

1 1 . . :
[ 1 ] y F3 = [ 0 ] . Con esta 1ltima notacién, el producto de la matriz A por un vector x € K™

'En esta seccién identificamos K™ con K™*!
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puede escribirse en la forma
Fr Flz
Az=1| & Je=| = |,
FT Fly
que no expresa otra cosa que la regla usual de multiplicacién de una matriz por un vector: la
i-ésima, componente del producto es el producto de la i-ésima fila de A por el vector .
A cada matriz A € K™*™ podemos asociarle dos subespacios, denominados, respectivamente,
espacios columna y fila. El espacio columna es el subespacio de K™ generado por las columnas
de Ay se denota Col(A). En otras palabras

Col(A) = gen{A4;,..., A} C K"

En forma andloga se define el espacio fila, que es el subespacio de K™ generado por las filas
transpuestas de A y se denota Fil(A), es decir,

Fil(A) = gen{F},..., F,} C K™.

Dado que transponiendo las filas de A obtenemos las columnas de A7, tenemos que el espacio
fila de A no es otro que el espacio columna de AT, es decir

Col(AT) = Fil(A).

Vamos ahora a dar una interpretacién del subespacio Col(A) que es 1til tener en cuenta.
Para ello necesitamos la siguiente definicion — que es equivalente a la usual— del producto de
una matriz por un vector: si x = [x1 x3---2,,]7 € K™, el producto de A por z es igual a la
siguiente combinacién lineal de las columnas de A:

I
o)
Az = [A1 Ay - Ay . = 1141 + 2242 + - + T A

Lm

Por ejemplo, si A es la matriz del ejemplo anterior y x = [I — 2|7,

1 2 . 1 2 -3
Az=1]1 1 l_21:1 L{+(-2)|1|=]|-1],
10 1 0 1

lo cual coincide, por supuesto, con el producto calculado empleando la regla usual para la
multiplicacién de matrices.

Entonces, de acuerdo con lo anterior, tenemos que el producto de una matriz por un vector
no es otra cosa que combinar linealmente las columnas de la matriz empleando como escalares
las componentes del vector. Reciprocamente, toda combinacién lineal de las columnas de A
puede expresarse en la forma Ax con x € K™. En efecto, si y = a141 + -+ - + a;n Ay, entonces
y = Ax con = = [ -+ - a,]T. En consecuencia, cada vez que multiplicamos A por un vector z
obtenemos un elemento de Col(A) y, por otra parte, cada elemento de Col(A) puede expresarse
en la forma Az, luego, vale la igualdad:

Col(A) ={ye K": y= Az, v € K™}.
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Una interpretacién similar puede dérsele al subespacio Fil(A), que dejamos a cargo del lector.
Ahora vamos a vincular los subespacios Col(A) y Fil(A) con el rango de A. Recordemos de
cursos anteriores de algebra, que el rango de A, denotado rango(A), es tanto el niimero maximo
de columnas li. de A como el nimero maximo de filas l.i. de A. Entonces, de la primera
afirmacién, tenemos que rango(A) es el nimero de columnas de A que quedan luego de eliminar
aquellas que son linealmente dependientes del resto. Pero, como luego de eliminar las columnas
que son linealmente dependientes del resto lo que obtenemos es una base de Col(A), tenemos
que
rango(A) = dim(Col(A4)).
Por otra parte, como rango(A) también es el nimero de filas de A que quedan luego de eliminar
aquellas que son linealmente dependientes del resto, por los mismos motivos que antes, también
resulta
rango(A) = dim(Fil(A)).
Otro subespacio que puede asociarse a la matriz A es el espacio nulo de A, denotado Nul(A),
y definido por
Nul(4) = {x € K™ : Az = 0}.
Los subespacios Nul(A) y Col(A) estan intimamente relacionados con la ecuacién lineal

Ax = b, (7)

donde A e K™ be K"y x e K™
En efecto, Nul(A) es el conjunto de soluciones de la ecuacion lineal homogénea Az = 0.
Por otra parte, teniendo en cuenta la interpretaciéon de Col(A) como conjunto formado por
todos los posibles productos Ax,

la ecuacion (7) tiene soluciéon <= b € Col(A).

De esto tltimo se desprende que la ecuacién (7) tiene solucién para b arbitrario si y sélo si
Col(A) = K™

Az = b tiene solucién Vb € K" <= Col(A) = K" <= rango(A4) = n.

Respecto de la unicidad de las soluciones de (7), el lector sabe, por cursos anteriores de
algebra, que es equivalente a que la ecuacién lineal homogénea tenga solucién unica, es decir,
equivalente a que Nul(A4) = {0}.

Por otro lado, la ecuacién Az = 0 tiene unica solucién z = 0 si y s6lo si la tinica combinacién
de las columnas de A que da por resultado el vector nulo es aquella en la que todos los escalares
son nulos, en otras palabras, si y sélo si las columnas de A son l.i. En consecuencia, la solucién
de la ecuacién (7), en caso de existir, es dnica si y sélo si las columnas de A son Li. Pero esto
ultimo es equivalente a que dim(Col(A4)) = rango(A) = m. En resumen,

Az = b tiene a lo sumo una solucién < Nul(A4) = {0} < dim(Col(A)) = m < rango(A) = m.

Por 1ltimo, teniendo en cuenta la férmula que vincula la dimensién del subespacio solucién
de la ecuacién Az = 0, el rango de A y el nimero de incégnitas de la ecuacion,

dim({z € K™ : Az = 0}) = nro. de incégnitas — rango(A),
deducimos la siguiente relacién entre las dimensiones de Nul(A) y Col(A):

dim(Nul(4)) = m — dim(Col(A)).
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Teniendo en cuenta que Fil(A) = Col(AT) y lo anterior, también tenemos la relacién
dim(Nul(AT)) = n — dim(Fil(A)).

A los cuatro subespacios asociados a la matriz A: Col(A), Fil(A), Nul(4) y Nul(AT), se los
denomina subespacios fundamentales de A y juegan un rol muy importante en el Algebra Lineal
Numérica.

3.2.1 Coordenadas

Una base ordenada de un espacio vectorial V' de dimensién finita es una base en la cual se ha
establecido un orden. Por ejemplo, si consideramos la base ordenada de R?, By = {(1,0); (0,1)},
(1,0) es el primer elemento de Bj, mientras que (0,1) es el segundo elemento de B;. La base
ordenada de R?, By = {(0,1);(1,0)}, es distinta de la base Bi, a pesar de que los vectores que
las componen son los mismos.

En general emplearemos la notacion B = {vi;vs;...;v,} para indicar que la base estd
ordenada, es decir, separaremos los vectores con punto y coma.

Sea B = {wvi;v9;...;v,} una base ordenada de V. Como hemos visto, a cada v € V
corresponde un Unico conjunto de escalares aq, as, ..., a, tales que

V=1V + agv2 + -+ Q.

Designemos con K a R 6 C, segin sea V real o complejo. Entonces, con los escalares
1,9, ..., a, formemos el vector
o

6%
o= . e K™,

Qn

que estd univocamente determinado por el vector v € V. A tal vector « se lo denomina vector
de coordenadas de v respecto de la base B, y se lo denota o = [v]p.

Por otra parte, si 8 = [#1 B2 - -- ﬂn]T € K", entonces existe un vector v de V, tal que
[v]p = . En efecto, tal vector es v = B1v1 + Pava + -+ - + By vn.

Entonces, de acuerdo con lo que acabamos de decir, fija una base ordenada B de V podemos
establecer una correspondencia biunivoca entre los vectores de V' y los vectores de K™; tal
correspondencia consiste en asociar cada vector de V' con su vector de coordenadas en la base
B.

Para ejemplificar lo expresado, consideremos la base ordenada B = {t — 1;¢+ 1;t2+ 1} de P
(verifiquelo). Busquemos las coordenadas de p = t2 —t + 1 en la base B. Para ello es necesario
encontrar los escalares a1, as y ag que verifican

p=o(t—1)+a(t+1) +az(t? +1).
Operando en el segundo miembro de la igualdad llegamos a la ecuacion
t2 —t+1= ()43t2 =+ (Oél =+ az)t + (—Oél + oo + ag).

Por lo tanto a3 =1, a; + ag = —1 y —a1 + as + a3 = 1. Resolviendo el sistema de ecuaciones,
obtenemos a; = —0.5, ag = —0.5 y a3 = 1, con lo cual [p|p = [-0.5 — 0.5 1]T.

Por otra parte, dado v = [0.5 —0.5 2|7, para encontrar f en P, tal que [f]p = v, calculamos
f=05t—1)—05(t+1)+2(t>+1)=2t2+1.

18



Efectuemos ahora la suma de las coordenadas de f con las de p:
u=[fle+plp=10 -1 3"
Calculemos el elemento g de Ps tal que [g]p = w:
g=—(t+1)+3t*+1)=3t2—t+2.
Por otra parte p+ f = 3t> —t +2 = g, con lo cual
[f18+[plB = [f +1lB-
Ahora multipliquemos el vector de coordenadas de p por 2:
2lp =[-1 —1 2" =w.
Determinemos el vector ¢ de P que tiene a w como vector de coordenadas:
g=—(t—1)—(t+1)+2(t2 +1) =22 -2t +2 = 2p.

Entonces tenemos que
2[pl = [2p]B.

Los dos ultimos ejemplos nos sugieren que la suma de los vectores de coordenadas de dos
vectores es igual al vector de coordenadas de la suma de esos vectores, y que el producto de un
escalar por el vector de coordenadas de un vector es el vector de coordenadas del producto de
ese escalar con ese vector.

Probemos tal conjetura:

Sea B = {v1;v2;...;v,} una base ordenada de V' y sean w y v € V. Supongamos [u]p =
[Bi B2 - Bul" y [v]p =01 a -+ )", Entonces u = i1 + Bova + -+ + Boty ¥ v = vy +
oV + - - + apvy. Por lo tanto

u+v=(01+a)vi+ (B2 +a)va+ -+ (B + an)uy,

con lo cual,
[u+vlp=[B1+a1fo+azBu+an] = [ulp+[v]p.

Sea ahora « un escalar cualquiera,
au = a(Brvr + fava + - + Bpvn) = (afr)vr + (@B2)ve + - + (afy)vn

y, por lo tanto,
lou]p = [afy afs - afn]" = afu]p.

Todo lo dicho hasta aqui puede resumirse en el siguiente

Teorema 6 Sea B = {vj;v9;...;v,} una base ordenada de un espacio vectorial V' sobre K
(K =R 6 C). Consideremos la aplicacién cg : V' — K", definida por cp(v) = [v]p. Entonces:

1. cp es biyectiva y ez ([61 B2+ - Ba]T) = Brv1 + Bavz + - -+ + Buvn.

2. cp es lineal, es decir, cp(u +v) = cp(u) + cg(v) y cg(au) = acg(u) Ya € K, Vu,v € V.

19



A la aplicacién cp se la denomina usualmente isomorfismo de coordenadas.

Como hemos visto recién, fija una base ordenada B de V podemos reducir todas las opera-
ciones entre vectores de V' a operaciones entre vectores de K™. Mas alin, como veremos a con-
tinuacion, también es posible determinar la dependencia o independencia lineal de un conjunto
de vectores de V a partir de la dependencia o independencia lineal de sus vectores coordenados.

Proposicién 3 Sea B = {v1;v9;...;v,} una base ordenada de un espacio vectorial V' sobre K
(K =R6 C). Sea {uy,...,u,} un conjunto de vectores de V, entonces son equivalentes

1. {ui,...,u,} es linealmente independiente en V.

2. {[u1]B,...,[ur]B} es linealmente independiente en K.

Demostracién: Por el Teorema 6 tenemos que

a[ul]lp+ -+ apuy)p =0 <= [qus + - + apuy|p = 0 <= aug + -+ - + apu, = 0.

Por lo tanto, la ecuacién aq[u1]p+- - -+ a,[u,]p = 0 tiene como tnica solucién ag =0, ..., a, =0
si y sélo si la unica solucién de la ecuacién ajug + -+ aur = 0es a3 =0,...,a. = 0. En
otras palabras, {uy,...,u,} es linealmente independiente en V siy sélo si {[u1]p,...,[u,|p} es

linealmente independiente en K™.
Ejemplo 9

1. Determinar si B = {1+t;1+t—t%, —1+42t —t?} es base de P,. Como dim(P) = 3 bastara
con ver si son o no Li.

Las coordenadas de los vectores en la base canénica de Po, E = {1;¢;t%} son: [l + t|p =
110, 1+t—tp=[11 -1T y [-1+2t —t?]g = [-12 —1]T. Entonces B es base
de P, si y solo si los vectores coordenados son linealmente independientes.

Para estudiar la independencia lineal de estos vectores de R? disponemos de varios métodos;
por ejemplo, podemos formar una matriz de 3 x 3 poniendo cada uno de esos vectores como
fila y determinar su rango, si éste es igual al niimero de filas de la matriz, los vectores son
linealmente independientes. Apliquemos ese método a este caso. La matriz con la cual
trabajamos es

11 0
A= 1 1 -1
-1 2 -1

Para calcular su rango aplicamos eliminacién gaussiana (triangulacién):

11 0] fo—fi [1 1 0 11 0
11 -1 fs4f |00 -1 fQ:f?’ 03 -1
12 -1| — |0 3 -1 00 —1

Como el rango de la ultima matriz es 3, el rango de la matriz inicial también es 3, ya que,
como es sabido, en cada paso de triangulacién cambia la matriz pero no el espacio fila.
Por lo tanto los vectores coordenados son linealmente independientes y B es base de Ps.

Otra forma de proceder es la siguiente: como A es cuadrada y sélo nos interesa saber si su
rango es 3, calculamos su determinante, si éste es distinto de cero entonces rango(A) = 3,
en caso contrario rango(A) < 3. Como det(A) = 3, el rango de A es 3 y B es base de Ps.
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2. Sea {v1;v2;v3;v4} una base ordenada de un espacio vectorial V. Hallar una base del
subespacio § = gen{wl,wg,wg}, con wy = v; +v3 —v3, wyg = 201 + v+ V4 y wy =
4v1 + 3vo — 2v3 + V4.

Para resolver el problema debemos eliminar, si los hay, vectores del conjunto {wq, ws, w3}

que sean combinacién lineal del resto. Para ello trabajamos con las coordenadas de los
vectores en la base B:

1 2 4
1 1 3
[wi]p = 1 | (w2 = BE [w3]p = _9
0 1 1

Igual que en el ejemplo anterior armamos una matriz, en este caso de 3 x 4, poniendo como
filas a los vectores coordenados, y aplicamos eliminacion gaussiana

11 -10] fo—2A[1 1 =10 PR I A
21 0 1| fs—4fs |0 -1 21 3_>2 0 -1 21
4 3 -2 1 — 0 -1 21 0 0 00

Como no se efectud ningin intercambio de filas, podemos concluir que las dos primeras
filas de la matriz original son linealmente independientes y que la tercer fila depende
linealmente de las dos primeras. Por lo tanto wy y wy son linealmente independientes y
ws depende linealmente de estos dos. Luego {w1, w2} es base S y dim(S) = 2.

Otra base de S es {uj,us} con uj y uy los vectores cuyas coordenadas son las filas no
nulas de la iltima matriz que obtuvimos al aplicar eliminaciéon gaussiana, ya que, como
dijimos en el punto anterior, si bien las matrices que se van obteniendo durante el proceso de
triangulacién son distintas, las filas de cada matriz generan el mismo subespacio. Entonces

{ur,ug} con wy =wvi+va—wv3 y up = —vy+2u3+ vy,
también es base de S.

Matriz de cambio de base

Como hemos visto, dada una base ordenada B de un espacio vectorial V' de dimensién n
podemos identificar cada vector de V' con su vector de coordenadas en la base B, y operar con los
vectores de V' como si estuviésemos en K". En algunas aplicaciones es posible que comencemos
describiendo un problema usando las coordenadas de los vectores en una base B, pero que su
solucién se vea facilitada si empleamos las coordenadas de los vectores en otra base ordenada
C. Entonces aparece naturalmente el siguiente problema:

Dadas las coordenadas de v en la base ordenada B, obtener las coordenadas de v en la ba-
se ordenada C.

Una manera obvia de resolver el problema consiste en hacer lo siguiente: dado [v]p obtenemos
v combinando los vectores de la base B y luego, a partir de éste, calculamos [v]c. Sin embargo
ésta no es la solucién que deseamos, ya que no es implementable en forma computacional, en el
sentido que una computadora digital sélo trabaja con vectores y matrices de nimeros. Lo que
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queremos es obtener las coordenadas de los vectores en la base C' efectuando sélo operaciones
algebraicas con las coordenadas de los vectores en la base B.
Sea B = {v1;v2;...;v,}. Entonces, si [v]g = [a1 ag -+ a,n]T, tenemos que

V=1V + agv2 + -+ apUn.
Usando la linealidad de las coordenadas, resulta
W]e = a1[vi]o + az[va]o + - -+ + anfva]c.

Sillamamos M a la matriz de n xn cuyas columnas son My = [v1]c, Ma = [v2]c, ..., M, = [vn]c,
es decir, M = [[vi]c [v2]c -« [vn]c ], v tenemos en cuenta la interpretacién del producto de una
matriz por un vector como combinacién lineal de las columnas de la matriz, tenemos que

e = a1 My + aoMy + -+ + o My, = M[v]g.

Entonces, multiplicando el vector coordenado del vector v en la base B por la matriz M obte-
nemos las coordenadas del vector v en la base C'.

Supongamos ahora que M* € K"*" es tal que [v]c = M*[v]p para todo v € V. Queremos
ver que M = M*. Para ello basta con ver que tienen las mismas columnas.

Llamemos M7,..., M} a las columnas de M* y tengamos en cuenta que las coordenadas
de los vectores de la base B en la misma base son [vi]p = ey, [v2]p = ea,...,[vn]B = €n, con
e1,...,e, los vectores candnicos de K™. Entonces,

Mlz[vl]c = M*[Ul]B:[MikM;M;.Z]elleik—i-OMQ*—i-+0M;,::Mik
My = (v = M[vp=[M{ My ---M}les = 0M{ + 1M5 + --- 4+ 0M,; = M3

M, =[v)e = M*[vp|p = [M{ My ---M;le, = 0M{ +0My +---+ 1M = M,

y M= M*.
Resumimos todo lo dicho en el siguiente

Teorema 7 Sean B y C bases ordenadas del espacio vectorial V' y sea B = {vi;v9;...;0,}.
Entonces, existe una unica matriz M € K™*" tal que

[vlc = M[v]p YveV.

Ademds, M es la matriz cuyas columnas son los vectores coordenados de los vectores de la base
B en la base C, es decir

M = [[vi]e [valo - [valc ]

A la matriz M del teorema se la denomina matriz de cambio de coordenadas de la base B a
la base C'y se la denota Cpc.
Las siguientes propiedades de las matrices de cambio de bases son de utilidad

Teorema 8 Sean B, C y D tres bases ordenadas de un espacio vectorial V' de dimensidn finita.
Entonces

1. Cpp = CecpChe.

2. Cpo es inversible y Cgé =CcB.
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Demostracion. Empecemos por el punto 1. Queremos ver que M = CocpCpc = Cpp. Para
ello es suficiente comprobar que [v]p = M[v|p para todo v € V, ya que la matriz de cambio de
base es unica. Pero M[U]B = (CCDCBC)[U]B == CCD(CBC[U]B) = CCD[U]C = [U]D.

Probemos ahora el punto 2. En primer lugar notemos que Cpp = I, donde I es la matriz
identidad. En efecto, como para todo v € V, [v]|p = I[v]p, nuevamente por la unicidad de las
matrices de cambio de base tenemos que Cgg = I. Entonces, usando el punto 1 deducimos que
CpcCop =Coc =1y que CopCpc = Cpp = 1y con ello que Cge es inversible y C’Eé = CecB.

Ejemplo 10

Consideremos la base B = {1 —t;1+t;1+t+t2} de Py y supongamos que deseamos hallar
las coordenadas de p = ast? + a1t + ag en la base B. Para resolver el problema podemos
proceder de dos maneras: a) plantear la igualdad p = a1 (1 —t) +ag(1+1t) + ag(1+t +12)
y resolver las ecuaciones lineales que resulten; b) teniendo en cuenta que en E, la base
canénica de Ps, [p]lg = [ao a1 as]”, calculamos Cgp y luego obtenemos [p]p haciendo
[p|B = CEeBlplE

Sigamos el segundo camino. Para hallar C'gp podemos hacer dos cosas, calcular los vectores
coordenados de los elementos de la base canénica, 1, t, t2, en la base B y luego formar con
ellos Cgp, o, calcular C'gg para luego, invirtiendo esa matriz, calcular Cgp. Hagamoslo
de las dos formas.

Para calcular [1]p planteamos la igualdad 1 = a1 (1 —t) + az(1 +1) + as(1+t +t2), la que
nos lleva, luego de aplicar la propiedad distributiva y agrupar los términos de igual grado,
a la igualdad

1= (a1 +ag + a3) + (—aq + ag + a3)t + ast?

y de alli al sistema de ecuaciones
a1+ +ag =

—a1 +as+a3 =
a3 =

O O =

que tiene por solucién a; = 0.5, ag = 0.5 y a3 = 0. Entonces [1]p = [0.5 0.5 0]7.
Procediendo en la misma forma con ¢ y 2 se obtienen, para [t]p el sistema

ajt+as+ag = 0

—a1tas+az3 = 1
a3z = 0
cuya solucién es a; = —0.5, az = 0.5 y az = 0, con lo cual [t]p = [-0.5 0.5 0]7, y para t?
el sistema
ajt+as+ag = 0
—a1t+tas+a3 = 0
a3 = 1
cuya solucién es a; =0, ag = —1 y az = 1 y por lo tanto [t?]p = [0 — 1 1],

Luego, armamos la matriz Cgp poniendo los vectores coordenados [1]g, [t]s, [t?]s como
columnas de esa matriz:

0.5 —0.5 0
Cgp=1 0.5 0.5 -1
0 0 1
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Como dijimos, también podemos hallar C'rp invirtiendo Cpg. Cpg es facil de calcular,
pues los vectores coordenados de 1 —t, 1+t y 1+t + t? en la base candnica se obtienen
directamente y son [1 —t]p =[1 — 10/, [1+t|]g=[110T y[1+t+*g=[111]T, con
lo cual

Cpp=| —

S =
O = =
=

Entonces, invirtiendo C'gg obtenemos nuevamente

0.5 —0.5 0
Cgp=1 0.5 0.5 -1
0 0 1

Para finalizar, una vez calculada C'gp hallamos [p|p haciendo, como ya dijimos,

0.5 —-0.5 0 ag 0.5a¢9 — 0.5a1
[p]B = CE‘B[p]E‘ =1 0.5 0.5 -1 ai = | 0.5a9 + 0.5a; — a9
0 0 1 as az

4 Operaciones entre subespacios

4.1 Interseccion de subespacios

La primera operacion entre subespacios que vamos a considerar es la interseccién de un nimero
finito de ellos.

Teorema 9 Dados S1,S59,...,S,, subespacios de un espacio vectorial V, su interseccion
SlﬂSQQ---ﬂSTZ{’UGV: 1)681/\1)682/\.../\’[)687«}

también es subespacio de V.

La unién de subespacios en general no resulta subespacio, como lo muestra el siguiente

Ejemplo 11

Consideremos las rectas S = {r € R?: 21+ 22 =0}y So = {x € R?: 21 — 29 = 0}
que pasan por el origen. Su unién es el conjunto de puntos que pertenecen a alguna de
las dos rectas. Siv = (1,—1) y u = (1,1), tenemos que tanto v como u se encuentran en
S1 U Ss. Sin embargo su suma v + u = (2,0) no pertenece a ninguna de las dos rectas y
por lo tanto &1 U Sz no es subespacio pues la suma no es cerrada. (Figura 3.)

En general, ni la diferencia de dos subespacios ni el complemento de un subespacio resultan
subespacios, ya que en ambos casos 0 no pertenece al conjunto resultante.
En conclusién, la tnica operaciéon de conjuntos entre subespacios que da por resultado un

subespacio es la interseccién.
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Figura 3:

4.2 Suma de subespacios

Otra operacién entre subespacios es la suma, que se define de la siguiente manera: dados los

subespacios 51, . ..,S;, al conjunto conformado por todos los vectores de la forma
v=wvi+---+v, con v1€S...,v, €S8, (8)
se lo denomina suma de los subespacios S1,...,S,, y se lo denota por S1 + -+ + S;..

Teorema 10 Dados S1,...,S,, subespacios de un espacio vectorial V, S = S+ -+ S, es
subespacio de V.

Ejemplo 12

1. En R?, la suma de dos rectas distintas S; y Sy que pasan por el origen es R?. Esto puede
comprobarse graficamente viendo que todo vector del plano puede expresarse como suma
de un vector de S; y otro de Sy. (Figura 4.)

2. También se comprueba graficamente que en R?, la suma de dos rectas distintas que pasan
por el origen es el plano que las contiene y la suma de un plano que pasa por el origen con
una recta que también pasa por el origen, pero no estd contenida en el plano, es R3.

3. Si consideramos en un espacio vectorial V' los subespacios §; = gen{v; }, So = gen{wvy},. ..,
S, = gen{v, }, tenemos que

S1+ S+ + S, =gen{vy,va,...,0,.}.

Veamos primero que gen{vy, vy, ..., v} C S1+8S2+---+S,, es decir, que toda combinacién
lineal de los vectores vy, vs,...,v, pertenece a la suma de los subespacios &;. Supongamos
v = a1 + agvy + - -+ + a,v,.. Como u; = auv; € S;, tenemos que v puede expresar como
suma de vectores de los subespacios S1,89,...,S,, y porlo tantov € S+ So + - + S,

Veamos ahora que S; + Sa + -+ + S, C gen{vy,va,...,0.}. Seav € S +Sa+ -+ Sp,
entonces v = u; + ug + -+ + u, con u; € §;. Como S; = gen{v;}, u; = a,v; para cierto
escalar a;, con lo cual v = aqvy + avvy + - -+ + a,v,, es decir, v € gen{vy,ve, ..., v}
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El dltimo ejemplo se generaliza inmediatamente al caso en que cada subespacio S; esté
generado por un numero finito de vectores, obteniéndose el siguiente resultado:

Proposicién 4 Sean {vi1,...,v1k }, {21,302k, }s ooy {Ur1y .o, Uk, }, cOnjuntos generadores
de los subspacios S1, So,...,S, de un espacio vectorial V', respectivamente.
Entonces
81 + 82 + -+ Sr = gen{vn,vlg, ey ULk U21,V22, + o v 3 U2kgs v o o 5 Upl, Updy v o ,’Urkr},

es decir, la union de conjuntos generadores de los subespacios S; es un conjunto de generadores
de la suma de ellos.

Ejemplo 13

Obtener una base de la suma de los subespacios de R?,
Si={zecR': z1+2zy—23+24=0 A 21 — 24 =0}
y
Sy = gen{(1,1,0,0), (2,1,2,1)}.

Para resolver el problema necesitamos un conjunto generador de S;. Resolviendo las
ecuaciones lineales homogéneas que definen el subespacio S1, obtenemos la siguiente base
de &1, {(1,-1,0,1),(0,1,2,0)}. Como {(1,1,0,0), (2,1,2,1)} genera Sz, més atin, es base
de ese subespacio, aplicando el resultado que recién mencionamos, tenemos que

{(1,-1,0,1),(0,1,2,0),(1,1,0,0), (2,1,2,1)}

es un conjunto generador de S§; + S3. Sin embargo, este conjunto no es base, ya que es
l.d (compruébelo). Aplicando, por ejemplo, eliminacién Gaussiana, se comprueba que el
cuarto vector es combinacién lineal de los tres primeros, y que estos ultimos son l.i., con
lo cual

{(1,-1,0,1),(0,1,2,0),(1,1,0,0)}

es la base buscada.

Como se desprende del ejemplo anterior, la unién de bases de los subespacios S; es un
conjunto generador de &1 + S2 + - - - + S;, pero no es necesariamente base de esa suma.
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4.2.1 Suma directa de subespacios

Como ya hemos visto, cada elemento v de 81 + --- + S, puede expresarse en la forma (8).
Sin embargo esta descomposicién de v como suma de elementos de los subespacios S; no tiene
por qué ser unica. Por ejemplo, si consideramos los subespacios §1 y Sa del dltimo ejemplo,
v=1(2,1,2,1) € 8§ + S2, pues v € S, y ademds puede expresarse como suma de un vector de
S1 y otro de Sy en més de una forma, una de ellas es evidentemente v = 0 + v, mientras que
otra es, por ejemplo, v = vy + v9 con v; = (1,0,2,1) € S y v2 = (1,1,0,0) € Ss.

Cuando cada v € §1+- - -+8, puede descomponerse como suma de vectores de los subespacios
S; en forma tnica, se dice que la suma es directa. Més precisamente:
Se dice que la suma de los subespacios Sp,...,S, es directa si cada v € S§1 + --- + S, admite
una Unica descomposicién

v=v1+--+wv, con v €S;...,v €S,

es decir, si los v; € S; que aparecen en la descomposiciéon de v son unicos. Cuando la suma de
los subespacios S; es directa se emplea la notacién

S9Sd-- DS,
Ejemplo 14

1. La suma de un subespacio arbitrario S de un espacio vectorial V' con el subespacio nulo
{0} es directa, es decir,
Sa {0} =S,

pues la tnica forma de expresar v € S, como suma de un elemento de S con uno de {0}
esv=v+0.

2. La suma de dos rectas distintas de R? que pasen por el origen es directa. En efecto, su suma
es el plano que contiene a ambas rectas y cada vector de ese plano puede descomponerse
en forma Unica como suma dos vectores, uno en la primer recta y otro en la segunda.

También en R? es directa la suma de un plano que pase por el origen con una recta que
también pase por el origen pero no esté contenida en el plano. Es facil ver que todo vector
de R? puede descomponerse como suma de un vector en el plano y otro en la recta, y que
esta descomposicién es Unica.

3. En R? la suma de dos planos S; y Ss que contengan al origen nunca es directa.

Sea L = § N'Sy. Entonces £ es una recta o un plano que pasa por el origen. Sea w
cualquier vector no nulo de £. Luego w € & y w € &9, con lo cual también —w € Ss.
Pero entonces 0 € §1 + S» admite las dos siguientes descomposiciones:

0=0+0 y 0=w+ (—w),
que demuestran que la suma de S; con 83 no es directa. (Figura 5.)

Observamos que en todos los casos del ejemplo anterior en los cuales la suma de los subes-
pacios es directa, la interseccién de ellos es el subespacio nulo, mientras que en el ejemplo en
el cual la suma no es directa, la intersecciéon de los subespacios no es el subespacio nulo. El
siguiente resultado afirma que esto no es casual.
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Figura 5:

Proposicion 5 Sean S1 y Sy subespacios de un espacio vectorial V. Entonces la suma de 81 y
Sy es directa siy solo si Sy NSy = {0}.

Ejemplo 15

1. Ya vimos, mediante argumentos geométricos, que en R? la suma de dos rectas distintas
Si1 y S que pasan por el origen es igual a R?. Veamos ahora analiticamente que esta
suma ademds de ser R? es directa. En efecto, si vy y v9 son vectores no nulos de 81 y
8o, respectivamente, tenemos que S; = gen{vi} y Sy = gen{vy}, con lo cual §; + Sy =
gen{vy,ve}. Como B={wy,vs} es Li. (si fuese 1.d., vo = cv; y entonces S; = Sq), B es base
de R? y por lo tanto S; + So = R2. Por otra parte S; NSy = {0}, pues si v € S| NSy
entonces v = a1v; = anvy ¥, necesariamente, a; = ao = 0, puesto que en caso contrario
{v1,va} serfa 1.d.

2. En R™*"™ la suma del subespacio S de matrices simétricas con el subespacio A de matrices
antisimétricas es directa e igual a R"*"™, es decir, S®.A = R"*". Para comprobarlo tenemos
que ver que toda matriz A € R"*" puede descomponerse en la forma A = A; + Ao, con A;
simétrica, es decir AT = Ay, y Ay antisimétrica, es decir AT = — A, y que SN A = {0}.
Escribamos

A= %(AJr AT) ¢ %(A e

y probemos que A = %(A + AT) es simétrica y que Ay = %(A — A7) es antisimétrica. Por
un lado

AT — [1(A+AT)]T _lapanyr—rar panny 2Lt a2 a
L2 T2 T2 T2 —

y, por el otro,

AT—[l(A AT)]T—l(A ATYT = Lar —aryry = Lar 4y = -4
22 T2 T2 B ST
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Veamos por tltimo que SN A = {0}. Sea A € SN A. Entonces A = AT y A= —AT con
locual A=—-A=2A=0=A=0.

Para el caso de mas de dos subespacio se puede dar una condicién similar a la dada en la
Proposicion 5.

Proposicion 6 Sean S1,Ss,...,S, subespacios de un espacio vectorial V. Entonces la suma
S14+ 8+ -+ S, es directa si y solo si

810822{0}, (Sl—f—Sg)ﬂSg:{O}, ey (Sl—i-SQ—i----—f—Sr_l)ﬂSr:{O}.

En lo que sigue enunciaremos una condicion sencilla de verificar en términos de bases de los
subespacios involucrados, sin embargo conviene dar antes la siguiente condicién.

Lema 3 Sean S1,8o,...,S, subespacios de un espacio vectorial V. Entonces la suma S+ So +
-+ + S, es directa si y solo si el vector nulo admite una unica descomposicion, esto es,

O=wvi+--+v, con v €S;...,0. €S,
sty solo si vy =0,v9 =0,...,v, =0.
A partir de ese resultado se demuestra sin demasiada dificultad el siguiente

Teorema 11 Sean Bi, Bs, ..., B, bases de los subspacios S1, So,..., S, de un espacio vectorial
V', respectivamente. Entonces la suma S1+S2+- - -+S, es directa si y sélo st B= BiUBy---UB,
es linealmente independiente.

Ejemplo 16

1. La suma de los subespacios de R?,
S; = gen{(1,1,0,0,—1),(1,0,1,0,0)}, S =gen{(2,1,0,1,—1)}, &3 =gen{(1,1,—1,1,0)},
es directa, ya que el conjunto
B =1{(1,1,0,0,—1),(1,0,1,0,0),(2,1,0,1, 1), (1,1, —1,1,0)},
es linealmente independiente y por lo tanto base de S1 + So + Ss.

2. La suma de los subespacios de P3, S; = {p € Py : p(1) = 0Ap(—1) = 0}, Sy = gen{t3 + 8}
y S3 = gen{2t3 + t? + 15} no es directa.

En efecto, By = {t? —1,#3 —t}, By = {t3+8} y B3 = {2t3 + 12+ 15} son, respectivamente,
bases de S, Sz y S3, pero el conjunto {t? — 1,3 —t,t34+8,2t3 + 12415} es 1.d. (verificarlo).

Dado un subespacio S de un espacio vectorial V' se dice que un subespacio W es un suple-
mento de S si

Sow=V.

A partir del Teorema 11 y la Proposicién 2, se deduce facilmente el siguiente resultado que
afirma que, dado un subespacio S de un espacio vectorial de dimensién finita V', siempre existe
un suplemento W.
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Proposicion 7 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita.
Entonces, dado un subespacio S de V', existe un subespacio W de V tal que

Seow=V.

Demostracién. Si § = {0} 6 V, tomamos, respectivamente, W =V 6 {0} y, en ambos casos,

Sew=V.
Veamos ahora el caso 1 < dim(S) =r <n — 1.
Sea B = {v1,...,v,} una base de S. Entonces, por la proposicién 2, existen v,41, ..., Un,
tales que
{’Ulv <o Upy Upg s e - 7vn}7

es base de V. Entonces, si consideramos
W = gen{v,41,...,0,},

tenemos, por la Proposicién 11, que
SOW=YV,

que es lo que queriamos probar.

Observamos que la demostracién del resultado anterior nos da un método para hallar un
suplemento W de un subespacio § de un espacio vectorial de dimensién finita distinto de los
subespacios triviales. Simplemente debemos extender una base de § a una base de V' y tomar
como W el subespacio generado por los vectores que agregamos. Esto ultimo muestra también
que un subespacio distinto de los triviales admite mas de un suplemento, ya que éste dependera
de los vectores que agreguemos para completar la base.

Por ejemplo, dado el subespacio de R%, S = gen{(1,1)}, tanto Wi = gen{(1,—1)} como
Wy = gen{(1,0)} son suplementos de S, pues tanto {(1,1),(1,—1)} como {(1,1),(1,0)} son
base de R?.
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