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El objeto de esta nota es presentar una condicién suficiente para la independencia lineal de
conjuntos de funciones, simple de verificar.

Dado un intervalo I de R, recordamos que C(I) denota al espacio vectorial compuesto por
todas las funciones f : I — R que son continuas en I y que C*(I), con k € N, denota al subespacio
de C(I) formado por las funciones f : I — R que son k-veces derivables con continuidad en [
(cuando el intervalo I contiene a alguno de sus extremos, se consideran en ese punto las derivadas
laterales que correspondan). Recordemos que el conjunto de funciones continuas {fi,..., fn},
con f; € C(I),i=1,...,n, es linealmente independiente si la inica combinacién lineal de las f;
que verifica la condicién

afitecfot - +enfn=0 (1)

es la trivial, es decir, ¢c; = co =--- =¢, = 0.
Observamos que (1) es equivalente a la condicién

afi(z)+cafo(z)+- -+ enfolzr) =0 Vzel.

Dado un conjunto de funciones {fi,..., fo}, con f; € C"~YD(I) para i = 1,...,n (observe
que la cantidad de derivadas continuas que se supone tiene cada f; es una menos que la cantidad
de funciones que tiene el conjunto considerado), se define el wronskiano de {fi, ..., f,,} mediante

oo
W(f1,..., fn)(x) =det 1:1’ 2‘1’ . n:x , x el (2)
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Por ejemplo, si consideramos las funciones f1(z) = z, fo(x) =€ y f3(x) = e %, tenemos que
r e’ e
W(f1, fa, f3)(x) = det 1 e* —e™® =2x Vzrelk
0 e* e*

El siguiente resultado da una condicién suficiente para la independencia lineal de un conjunto
de funciones en términos del wronskiano de ellas.

Teorema. Supongamos que { f1, f2, ..., fn} es un conjunto de funciones pertenecientes a C"~!(1)
tal que para algiun zo € I, W(f1,..., fn)(x0) # 0.

Entonces {f1, fa2,..., fn} es linealmente independiente.
Demostraciéon. Supongamos que para ciertos niimeros reales ci, ..., cy,

afi(x) +efo(x)+--+enfu(z) =0 Vrel
Derivando sucesivamente ambos miembros de la igualdad resulta que para todo x € I:

cfi(@) +eafy(x) + - +enfp(x) = 0
aff(@)+cff(@)+ - +enfl(z) = 0

af V@) +eaf V@) + e @) = 0



Lo anterior puede expresarse matricialmente:

fi(z) folz) o fulz) c1 0
A B o R@ ||| |o
: : . : . =1 . Ve el.
-1 -1 -1 ' :
W@ @ @ ] e 0
Entonces, en particular, tomando x = xy obtenemos la igualdad
fi(@o) fa(mo) -+ fulzo) ¢l 0
fi(@o) fo(zo) - falzo) ¢ 0
AP @o) @) - o) | Len 0
Como el determinante de la matriz cuadrada que aparece en el lado izquierdo de la igualdad es
el wronskiano de fi,..., f, evaluado en xg, y suponemos que éste no es nulo, tenemos que tal
matriz es inversible y que por lo tanto ¢; = cg = --- = ¢, = 0. Luego {f1, fa,..., fn} es Li., que

es lo que queriamos probar.
Del Teorema recién demostrado se deduce el siguiente

Corolario. Si {fi, fo,..., fa}, con f; € C"~V(I) parai=1,...,n, es un conjunto linealmente
dependiente entonces necesariamente

W(fi,...,fa)(x)=0 Vzel.

En resumen, si el wronskiano de un conjunto de funciones cuyo dominio es el intervalo I
es distinto de cero en algin punto zg € I, el conjunto es l.i.; si el conjunto es l.d. entonces el
wronskiano se anula en todo punto = € I.

Ejemplos.

1. Las funciones fi(z) = =z, fa(z) = e* y f3(x) = e® son Li. en cualquier intervalo I de la
recta que contenga més de un punto. En efecto, W ( f1, fa, f3)(x) = 2z, que es diferente de
cero en cualquier punto de I distinto de cero.

2. Las funciones fi(z) = e® y fo(z) = **! son linealmente dependientes en cualquier inter-
valo I, pues

—efi(z) + falx) =0  Vrx el

Por otra parte,
W(f1, f2)(z) = e“e" ™ —e®e™™ =0 Vzel,

como indica el corolario del teorema.



La pregunta natural que uno puede formularse es si la condicién
W(f1,..., fa)(x)=0 Vo e I,

implica que {fi, f2,..., fn} sea necesariamente linealmente dependiente. La respuesta en este
caso es negativa, es decir, existen conjuntos de funciones {fi, fo,..., fn} que son linealmente
independientes y que, sin embargo, su wronskiano es nulo en I.

Ejemplo. Consideremos I = [~1,1], fi(z) = 22, fa(x) = z|z|. Un simple cdlculo muestra
que fi(x) = =2z siz <0, f4(0) =0y que fi(x) =2z si x > 0. Por lo tanto f} es continua en I.
Teniendo en cuenta esto tltimo calculamos W(f1, f2)(x) y comprobamos que W (fi, f2)(x) =0
para todo z € I.

Por otra parte {f1, f2} es L.i. en I. Para probarlo, supongamos que

c12® 4 cozlz| = 0 Vo € 1.
Entonces, en particular, tomando = = 1, obtenemos
1% + 21l = 0= ¢; = —co,
y tomando x = —1 resulta
(=12 +e(-1)|-1=0= ¢ = c.

Pero entonces ¢y = co =0y {f1, fa} es L.i.

Puede probarse que la condiciéon de anulacién del wronskiano implica la dependencia lineal
del conjunto de funciones si se cumplen hipotesis adicionales. Un ejemplo de esto es el siguiente
resultado:

Proposicién. Supongamos que {f, g} es un conjunto de funciones derivables con continuidad
en I y que f(z) # 0 para todo x € I.
Entonces, si W(f,g)(x) = 0 para todo = € I, {f, g} es linealmente dependiente.

Demostraciéon. Consideremos la funciéon h = %, la cual es derivable con continuidad en to-
do punto de I porque f nunca se anula. Dado que

W= @) _gI—al' _Wlg)

f? f?

tenemos que h es constante en I y, por lo tanto, g es un miltiplo de f, lo cual implica que {f, g}
es l.d.



