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Prologo



Prélogo

Estas notas tienen por objetivo cubrir todos los temas teéricos correspondientes a la asignatura Algebra 2, tal y como se dicta
actualmente en la Facultad de Ingenieria de la Universidad de Buenos Aires. Para que resulten de utilidad a los alumnos que
las usen, consideramos oportuno hacer algunas aclaraciones y advertencias:

= Estos apuntes consisten, a grandes rasgos, de una exposicion de los temas teéricos junto con algunos ejemplos y ejer-
cicios. Hemos intentado dar algunas motivaciones y justificaciones de los teoremas expuestos, abarcando las demos-
traciones que consideramos mds formativas para los estudiantes.

= Quienes quieran profundizar tanto en las aplicaciones del dlgebra lineal como en los detalles técnicos de las demos-
traciones més exigentes, encontrardn a lo largo del texto indicaciones bibliograficas de los textos que consideramos
adecuados para ello.

= Aunque sea una obviedad decirlo, un texto de matemdtica no se lee como una novela. Un texto de matematica se estudia
de maneras diversas que cada lector debe encarar, explorar y evolucionar. Una primera lectura podria ser mds super-
ficial, omitiendo las demostraciones y concentrandose en las definiciones y resultados importantes. Una segunda (o
tercera) lectura podria detenerse en los detalles de las demostraciones. Creemos que el estudio de las demostraciones
es formativo y permite madurar los conceptos involucrados, lo cual las hace relevantes aun para quienes no estudian
la matematica como una profesién. Ademds, la lectura atenta de las demostraciones suele echar luz sobre los alcances
de un teorema: para un ingeniero es importante, por ejemplo, distinguir si un teorema tan solo prueba la existencia de
una solucién o brinda ademds un método para calcularla efectivamente. Esta es la clase de habilidades que deseamos
fomentar en nuestros lectores.

= Para facilitar la lectura, hemos incorporado recuadros para destacar las ideas principales, como las definiciones y los
teoremas, asi como también delimitadores para los ejemplos:

Ejemplo 0.1



y el siguiente simbolo para las notas, comentarios u observaciones

®

= Toda vez que se aluda a un teorema, fé6rmula, etc. como por ejemplo

...en el teorema 1.1y la formula (1.1)

el nimero funciona como vinculo, y permite llegar directamente al objeto aludido.

= Alo largo del texto aparecen algunos ejercicios breves para reforzar los conceptos que se exponen:

Ejercicio.

Muchas de las respuestas se encuentran al final.

Al realizar este trabajo, hemos intentado aportar nuestra experiencia en la asignatura y nuestro conocimiento de las dificul-
tades que atraviesan los estudiantes al cursarla. Como esperamos sinceramente que les resulte de utilidad, invitamos a todos
nuestros lectores a compartir cualquier aporte, correccién o critica que nos permita mejorarlo.

Por ultimo, agradecemos la generosidad del profesor José Luis Mancilla Aguilar que puso a nuestra disposicion sus valiosos
apuntes, de los que tomamos numerosas ideas y ejemplos.

Juan Pablo Muszkats e Isabel Pustilnik
Buenos Aires, diciembre de 2016.
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Espacios vectoriales

]. o 1 Introduccion

El concepto de vector, que usualmente comienza por estudiarse en R? y R3, se generaliza mediante la siguiente definicin.

Definicién 1.1

Un espacio vectorial es un conjunto no vacio V en el que estdn definidas una ley de composicién interna denominada
suma, que a cada par de elementos u, v € V le asigna un elemento w € V denotado w = u+v, y unaley de composicién
externa denominada producto por escalares, que a cada nimero a € K (siendo K =R 6 C) y a cada elemento u € V les
asigna un elemento v € V denotado v = au, de manera tal que se verifican las siguientes condiciones para todos
uv,weV,a fek:

@ conmutatividad: u+v=v+u

@ asociatividad: u+ v+ w)=(u+v)+w

© existencia de un elemento neutro0Oy € V tal que u+0y = u

@ para cada u € V existe un opuesto, denotado —u, tal que u+ (—u) = Oy
@ distributividad respecto de los escalares: (@ + f)u= au+ fu

Q@ distributividad respecto de los vectores: a(u+ v) = au+ av

@ asociatividad respecto de los escalares: a(fu) = (af)u

Q 1lu=u

A los elementos del espacio vectorial V se los denomina vectores, mientras que a los niimeros del conjunto K se los
denomina escalares.

En el caso de que sea K = R, se dice que V es un espacio vectorial real o un R-espacio vectorial, mientras que si K = C se
dice que V es un espacio vectorial complejo o un C-espacio vectorial. Diremos simplemente que V es un espacio vectorial o
un K-espacio vectorial cuando no sea preciso distinguir el conjunto de escalares. La notacién habitual para los vectores sera
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con las letras latinas mintisculas u, v, w,..., mientras que para los escalares se usardn las letras griegas a, §,.... En ocasiones
se notard mediante 0 al vector nulo Oy: el contexto debe permitir al lector saber a qué se estd aludiendo en cada caso.

Veamos ahora algunos ejemplos de espacios vectoriales.

Ejemplo 1.1 Vectores en R"

Al conjunto de n-uplas (x1,...,x;) con x; € R para todo i = 1,...,n lo denotaremos R". Definiendo la suma de dos
n-uplas arbitrarias mediante
(X15ee0r X) + (V15 w00 ¥n) = (X1 + Y1, 00 X + Y)

y el producto por escalares como
a(xy,...,Xn) = (@Xxy,...,xxXp)

se obtiene un espacio vectorial. Queda como ejercicio para el lector identificar el neutro, los opuestos y comprobar
que se cumplen todas las condiciones de un espacio vectorial.

Ejemplo 1.2 Vectores en C"

Si en lugar de n-uplas de ntimeros reales consideramos n-uplas de nimeros complejos (z,..., z;) con z; € C, defi-
niendo las operaciones de manera andloga al espacio anterior obtenemos en este caso un C-espacio vectorial, al que
denotamos C".

Muchas de las propiedades conocidas para los vectores de R? y R® se conservan para el caso general. A partir de la definicién
de espacio vectorial se deducen las siguientes propiedades elementales.

(Jeorema .1 Propiedades elementales,

© El elemento neutro Oy € V es tinico. También es tnico el elemento opuesto que corresponde a cada u € V
Q YueV:0u=0y

© VaekK:a0y =0y

O SiuzZOynau=Pu=>a=0

Q Sia#A0Aau=av=>u=v

Q VueVv:(-u=-u

Demostracion:
Para probar la unicidad del neutro, se considera que existen dos neutros 0; y 0, en V. Entonces, por la misma definicién de
neutro resulta que 0y + 02 = 01, a la vez que 0, +0; = 0,. Ademads, la propiedad conmutativa garantiza que 0y + 02 = 0, +0; de
donde se deduce que 07 = 0,.
Para probar @, consideramos que

u=1lu=01+0u=1u+0u=u+0u

(el lector debera explicar qué propiedad justifica cada paso). Entonces Ou es el neutro del espacio vectorial, con lo cual
Ou=0y.
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Dejamos la demostracién del resto de las propiedades como ejercicio para el lector.
Veamos algunos ejemplos mds de espacios vectoriales que serdn frecuentes a lo largo del curso.

Ejemplo 1.3 Matrices en [K""*"

K" es el conjunto de matrices de m filas y n columnas cuyas componentes son elementos de K, con las definiciones
de suma y producto por escalar usuales:

a1 - Qi by -+ b an+bny - aipt b
+ =
am1 " Amn b1 0 bmn Am1+bm1 - Amn+bmn
an - Qin ad;iy 0 QGdin
a =
Am1  **° Qmn @dm1 - @4mn

El elemento neutro es la matriz nula, que es aquella cuyos elementos son todos nulos. El opuesto de una matriz A con
elementos de la forma a;; es la matriz — A con elementos de la forma —a; ;.

Ejemplo 1.4 Espacio de funciones

Un espacio vectorial real que aparece frecuentemente en las aplicaciones es el de las funciones f : I — R definidas en
un intervalo I de la recta real, que denotaremos R’ , con la suma y producto por escalar como usualmente se definen
para funciones:

» suma: dadas f, g € R', se define una nueva funcién f + g : I — R mediante

(f+8)(x) = f(x) + g(x) paratodo x € T

= producto por escalar: dados f € R' y a € R, se define una nueva funcién a f : I — R mediante

(@f)(x) = af(x) paratodo x € I

El elemento neutro para la suma es la funcién idénticamente nula, es decir, la funcién  tal que para todo x € I verifica
h(x) = 0 (es crucial distinguir a la funcién nula de las funciones que eventualmente se anulan para algtin x € I). Por
otra parte, el opuesto de una funcién f € R’ es la funcién — f definida mediante (- f)(x) = —(f(x)) para todo x € I.
Por ejemplo, si consideramos el intervalo abierto I = (0, 1), las funciones f(x) = x + % ygx) = ﬁ son efectivamente
elementos de R’ y quedan definidas

XB-x?+2x-1

1
(f+g)(x)—x+;+x_1 x2—x

3
BHx) —3x+;
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A
Yy
A
Y 1 7
2

h(x) =0

€T

€T
(a) suma de funciones (b) producto por escalar, funcién nula y opuesta

Figura 1.1: las funciones como vectores

Ejemplo 1.5 Espacio de funciones continuas

Consideremos un intervalo I de la recta real y denominemos %(I) al conjunto formado por todas las funciones
f : I — R continuas. € (I) es un espacio vectorial real con las operaciones de suma y producto por escalar definidas
en el ejemplo anterior. Notese que ambas operaciones son cerradas en 6 (I), en el sentido de que sus resultados son
elementos de 6 (I), porque tanto la suma como el producto de funciones continuas son funciones continuas.

La funcién nula, que es continua y por ende pertenece a € (I), es el elemento neutro para la suma. Por otra parte, el
opuesto de f € € (I) es la funcién continua — f.

Ejemplo 1.6 Espacio de polinomios
Otro espacio vectorial real que se usaré con frecuencia es el de los polinomios a coeficientes reales
P={p:pt) = ant" +ay1t" ' +..+ap,n €Ny, a; €R,i =0,..., n}

con las operaciones de suma y producto por un escalar habituales.

Queda como ejercicio para el lector comprobar que los polinomios, junto con las operaciones indicadas, satisfacen la
definicion de espacio vectorial, e identificar los elementos neutro y opuesto.

Los espacios vectoriales reales o complejos que mencionamos hasta aqui son algunos de los que aparecen con més frecuen-
cia en las aplicaciones del dlgebra lineal a la ingenieria. El ejercicio que sigue tiene por objeto repasar la definicién de espacio
vectorial y mostrar que existen muchas mas posibilidades que las que convencionalmente se usan.

Ejercicio.

1.1 Considere V = R2, donde R2 es el conjunto de pares ordenados compuestos por ntimeros reales positivos. Por
ejemplo (1;1,5) € Ri, mientras que (1,0) ¢ IRQ?+ y(-1,5) ¢ Ri. En V definimos las siguientes operaciones de suma y pro-
ducto para (x1,x2), (1, )2) EVyaeR:
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= (x1,X2) + (Y1, ¥2) = (X1 )1, X2)2)
n alx, x) = (2§, x5)

Demuestre que el conjunto V con las operaciones definidas es un espacio vectorial.

® Luego de haber visto algunos ejemplos de espacios vectoriales, es importante notar lo siguiente: todo espacio
vectorial complejo es a su vez un espacio vectorial real si se considera la misma operacién suma y el producto
por escalares se restringe a ntimeros reales (;por qué?). Por ende, serd importante dejar siempre en claro cudl es el
conjunto de escalares que se considera.

Ejemplo 1.7

C? es un espacio vectorial complejo y, por lo dicho recién, también es un espacio vectorial real. Sin embargo, si consi-
deramos a C?> como espacio vectorial real, el producto (2+i)(1, —i) carece de sentido, pues a = (2+ i) no es un niimero
real. Tampoco es vélida la descomposicién

(1+2i,i)=(1+2i)(1,0)+1i(0,1)
(que si vale si consideramos a C? como espacio vectorial complejo). Una descomposicién posible en este caso es
(1+2i,i) =1(1,0) +2(i,0) + 1(0, i)

Veremos mds adelante que, a pesar de tratarse del mismo conjunto de vectores, sus propiedades como espacio vecto-
rial real serdn diferentes de sus propiedades como espacio vectorial complejo.

Convencion

» De aqui en mds, por comodidad, vamos a convenir en identificar R” y C" con R"*! y C"*! respectivamente. Es
decir, cuando sea conveniente escribiremos
X1

Xn

en lugar de u = (x, ..., Xp,).

= A menos que se especifique lo contrario, siempre consideraremos tanto a C” como a C"*"* como C-espacios
vectoriales.

1.2 Subespacios

Algunos de los espacios vectoriales que hemos estudiado estdn relacionados entre si. Por ejemplo, € (I) es un subconjunto
de R!. A su vez, 2 puede pensarse como subconjunto de € (R), ya que cada polinomio define una funcién continua en R.
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Por cierto, las operaciones definidas en R’ y en € (R) valen para elementos de los subconjuntos %€ (I) y 2 respectivamente.
Esta situacion - la de tener un subconjunto de un espacio vectorial V que, con las operaciones definidas en V, también es un
espacio vectorial - es muy comun y tiene consecuencias importantes. Esto motiva la siguiente definicion.

Un subconjunto S de un espacio vectorial V es un subespacio de V si S es un espacio vectorial con las operaciones
definidas en V.

Ejemplo 1.8

De acuerdo con las observaciones hechas al comienzo de esta seccién y con la definicién de subespacio, es inmediato
que € (I) es un subespacio de R’ y que 2 es un subespacio de € (R).

En principio, para comprobar que cierto subconjunto S de cierto espacio vectorial V es un subespacio, deberia comprobarse
formalmente que se cumplen en S todas las propiedades exigidas en la definicién de espacio vectorial 1.1. Sin embargo,
las propiedades 1 — 8 se cumplen para todos los elementos de V: luego se cumplen en particular para los elementos del
subconjunto S. Sélo resta probar que S no es vacio y es cerrado para las operaciones con sus elementos. Resumimos esta
observacion en el teorema siguiente.

Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V. Entonces S es subespacio de V siy sélo si se verifican las siguientes
condiciones:

@ S no esvacio
Q uveS=>u+ves

© ucSack=aues

Ejemplo 1.9 Subespacios triviales

Claramente S = {0y} (el conjunto que solamente contiene al vector nulo del espacio) y S = V son subespacios de V. A
estos subespacios se los denomina subespacios triviales .

Ejemplo 1.10

En R? toda recta que pasa por el origen es un subespacio. Esta afirmacién puede justificarse mediante el teorema del
subespacio apelando a las interpretaciones geométricas de la adicién de vectores en el plano (regla del paralelogra-
mo) y del producto de vectores por escalares. En efecto, S no es vacio porque el origen de coordenadas pertenece
a S; si sumamos dos vectores contenidos en la recta S el vector resultante pertenece a la misma recta y, por tltimo,
si multiplicamos un vector cualquiera de S por un escalar, el vector que obtenemos tiene la misma direccién que el
primero y por lo tanto también pertenece a S.
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Mediante argumentos similares también se puede justificar que en R? toda recta o plano que contenga al origen es un
subespacio.

T

(a) recta en R2 (b) plano en R3S

Figura 1.2: Subespacios en R2 y R3

Ejemplo 1.11 Subespacio asociado a un sistema homogéneo

Sea A e K™*" Entonces
S={xeK": Ax=0} (1.1)

es un subespacio de K". Para comprobarlo usaremos nuevamente el teorema del subespacio.

1. Sno es vacio porque 0 € S, dado que A0 =0.

2. Sean u,v € S. Entonces, por la misma definicién de S se cumple que Au =0y Av = 0. Por lo tanto A(u+v) =
Au+ Av=0+0=0, de donde se deduce que u+ v € S.

3. Sea u € S:luego Au = 0. Dado un escalar arbitrario « € K, tenemos que A(au) = a(Au) = a0 = 0. Vale decir que
aueSs.

A partir de este resultado se puede probar formalmente lo que se enunci6 en el ejemplo anterior. En efecto, si S es
una recta en R? que contiene al origen, sus puntos verifican una ecuacién de la forma ax; + bx, = 0. Es decir que
S = {x eR?: ax; +bx, = O}. Definiendo la matriz A = [a b], la recta se adapta a la forma general caracterizada por
(1.1). De manera similar se demuestra que en R® las rectas y planos que pasan por el origen son subespacios (los
detalles quedan como ejercicio).
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Ejemplo 1.12

Dado un ntimero n € Ny, denominamos £?;, al subconjunto de 22 compuesto por los polinomios de grado menor o
igual a n junto con el polinomio nulo %:

P, ={p:pt)= ant" + ap1t" ' +...+ag, a; € R,i=0,..n}

La demostracién de que 2, es efectivamente un subespacio de &2 se deja como ejercicio.

4Un detalle técnico es que al polinomio nulo no se le asigna grado, de ahi que se lo mencione aparte.

Ejemplo 1.13

Dado un intervalo I de la recta real, consideremos el conjunto ¢ (I) formado por todas las funciones f:I— R
derivables con continuidad. Evidentemente ¥¢'(I) es un subconjunto de €6(I), pues toda funcién derivable es
continua. Afirmamos que €¢1(I) es un subespacio de ¥ (I). En efecto, la funcién nula es derivable y su derivada, que
es la misma funcién nula, es continua. Esto prueba que ¢ (I) no es vacio. Por otra parte, dadas f, g € €' (I), resulta
que f+ge €' () porque (f +g)' = f' + g’ es continua por ser continuas f’y g'. Similarmente, si f € €' (I) y a es un
ntmero real cualquiera, (& f)' = af' es continua y, por lo tanto, a f € € (I).

De manera semejante se puede probar que €*(I) , el conjunto compuesto por las funciones definidas en I que son k
veces derivables con continuidad, es subespacio de € ().

1 .3 Combinaciones lineales

Las operaciones de un espacio vectorial consisten en multiplicar vectores por escalares y en sumar vectores. Queda entonces
bien definida cualquier expresion de la forma

a1V +arvr+...+ap Uy

es decir, una coleccién finita de las operaciones permitidas en el espacio vectorial.

Definicién 1.3

Dados vy, vy,...v, vectores de un espacio vectorial V, una combinacion lineal de ellos es cualquier expresion de la
forma
a1V +arve+...+ap Uy

donde a5, ay, ..., a, son escalares arbitrarios.

Por otra parte, se dice que un vector v € V es una combinacion lineal de (o que depende linealmente de) v, v,,...v;
si existen escalares a;, as,...,a, talesque v = a1V + Qo V2 +... + @ Uy
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Ejemplo 1.14
El vector nulo es combinacién lineal de cualquier conjunto de vectores vy, vy, ...V, € V, pues

Oy =001 +0v2+...+0v,

Ejemplo 1.15
EnR® w=(1,1,1) es combinacién lineal de v; = (2,1,3) y v2 =(1,0,2), pues
w=1lvi+(-1Dv,

Asimismo, (2,2,2) es combinacién lineal de (1,1,1), ya que (2,2,2) =2(1,1,1)

Ejercicio.

1.2 Considere en C? los vectores v; = (1,0), v2 = (0,1) y w = (1+1i,2). Demuestre que si se considera a C? como C
espacio vectorial, w es combinacién lineal de v; y v», mientras que si se considera a C> como R espacio vectorial, w no
es combinacioén lineal de v, y v,.

Ejercicio.

1.3 Demuestre que en €(R) el vector f(x) = sen(x+%) es combinacién lineal de los vectores fij(x) = cosx y
fo(x) =senx.

Definicién 1.4

Dados los vectores vy, v,..., Uy € V, se denomina gen{v, v,..., vy} al conjunto de todas sus posibles combinaciones
lineales. Es decir
gen{vy, va,..,. v} ={veV:iv=aivi+av2+...+a, v, ANy, ay,...a, €K}

Es conveniente destacar la diferencia fundamental entre las notaciones {vy, vy, ..., v} y gen{vy, vy, ..., U;}, que sue-
len confundirse. La primera alude a un conjunto finito de r vectores, mientras que la segunda alude al conjunto de
las infinitas combinaciones lineales de dichos vectores.

Queda como ejercicio para el lector demostrar que gen{vy, vy, ..., Vr} es subespacio.

Al subespacio S = gen{v;,vs,..., vy} se lo denomina subespacio generado por los vectores vy, Vs,...,Vr, ¥ a €stos
ultimos generadores de S.

Se dice que {v1, v, ..., U} es un conjunto generador de Sy que S es un subespacio finitamente generado.

11
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Ejemplo 1.16

En R?, gen{(1,1)} es el conjunto de todos los multiplos del vector (1, 1), el cual coincide con la recta de pendiente 1
que pasa por el origen.

Ejercicio. Demuestre que en &, gen{l, t, >} = 9.

Ejemplo 1.17
Sea S ={x € R®:2x; + x, + x3 = 0}. S es subespacio de R® (ver ejemplo 1.11). Ademds,
XESS2X1+X+Xx3=0X3=-2X] — X2

Entonces los x € S son de la forma x = (x1, X2, —2x1 — x2) = x1(1,0,-2) + x2(0,1,—1) con x1, x; € R.
En otras palabras, S = gen{v;, v»} donde v; = (1,0,-2) y v = (0,1,-1).

® En el dltimo ejemplo, lo correcto es referirse a {(1,0,-2), (0,1, —1)} como un conjunto generador de S, y no como el
conjunto generador. Esto es asi porque existen otros conjuntos generadores de S, tales como {(2,0,-4),(0,2,-2)} y
{(1,0,-2),(0,1,-1),(1,1,-3)} (verifiquelo).

Veamos algunos ejemplos mas.
Ejemplo 1.18
R? = genie;,ex} con ey =(1,0)y e2 = (0,1). En efecto, si x = (x1, x2) con x1, x2 € R, resulta
X = (x1,0) + (0, x2) = x1(1,0) + x2(0,1) = x1 1 + X202

Con mayor generalidad, se prueba que R” = gen{ey, ey, ..., €5} siendo e; = (1,0, ...,0),e2 = (0, 1,...,0), ..., e, = (0,0, ..., 1).

Ejemplo 1.19

C" =gen{ey,ey,...,ep} con ey, e, ..., e, definidos como en el ejemplo anterior.

Ejemplo 1.20

P, =genil,t,..., 1"}
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Ejemplo 1.21
[K.ZXZ =gen {EH,Elg,E21,E22} siendo

1
0 0

01
0 0

0 0
1 0

0 0

Ey =
11 0 1

,E1p = ,Ep1 = y Eop =

En efecto, para cualquier A = [a; ;] tenemos la combinacién lineal A = a1y E11 + a12E12 + a1 E21 + a2 E2o.

En el caso general, K" = gen{E11, E12, ..., E1ns ..o, Em1, ... Emn} donde E;; es la matriz que tiene todos sus elementos
nulos, salvo el correspondiente a la posicién i j que es 1.

Ejemplo 1.22

22 no es un espacio vectorial finitamente generado.

Para demostrarlo consideramos cualquier conjunto finito de polinomios no nulos {p1, p2,..., pn} y llamamos g; al
grado del polinomio p;. Sea entonces G el maximo entre los grados de los p;, es decir

G= méX{glngy---;gN}

Entonces cualquier combinacién lineal de los polinomios pj, p2, ..., py serd un polinomio nulo o un polinomio de
grado < G, con lo cual

gen{p1,p2,...pn} G P

1.4 Independencia lineal y bases

Como ya sefialamos en la nota del ejemplo 1.17, es posible que un subespacio finitamente generado tenga diferentes con-
juntos generadores, incluso con diferentes cantidades de vectores. Por ejemplo cada uno de los conjuntos {(1,0), (0,1)},
{1,1),1Q,-D}y {(1,1),(1,-1),(1,0)} genera R2. En el caso de los dos primeros conjuntos generadores, para cada vector de
R? hay una tinica combinacién lineal adecuada que lo genera. En cambio, existen distintas combinaciones lineales de los
elementos del tercero que generan un mismo vector, como se aprecia en la figura 1.3. (Dejamos la demostracién formal de
esta afirmacion como ejercicio para el lector).

Usualmente serd preferible trabajar con conjuntos de generadores tales que la combinacién lineal que hay que efectuar para
obtener cada vector del espacio es tnica.

Consideremos ahora el caso de un subespacio S generado por un solo vector v. Si v # 0, entonces combinaciones lineales
diferentes darédn origen a diferentes vectores. En efecto, usando la propiedad @ del teorema 1.1, si av = fv = a = . De
manera equivalente: a # f = av # fv. Obviamente, si v = 0, distintas combinaciones lineales de v producen el mismo re-
sultado; por ejemplo 1v =2v =0.

La definicién siguiente nos permitira caracterizar a los conjuntos de generadores para los cuales cada vector del subespacio
generado se alcanza con una tinica combinacion lineal.
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Ejemplo 1.23

\
(1,3) = 2(1,1) + (—1)(1, —1) + 0(1,0)
= 2.5(1,1) + (—0.5)(1, —1) + (—1)(1,0)
AT~
// SO 72.5(1,1)
, (\2(1 1)
Ve H
(_1)(17_1)//
. (1,1)
(—0.5)(1,—1) + (—1)(1,0) ¢ - L.0) o
(-1)(1,0)
(1,-1)

Figura 1.3: Dos combinaciones lineales que generan al mismo vector

Definicién 1.6

Un conjunto de vectores {v1, v, ..., v} de un espacio vectorial V se dice linealmente independiente sila tinica solucion
de la ecuacion

av+avs+...+a,v, =0y 1.2)

esla solucioén trivial ¢y = a2 =...= a, = 0.

a(1,1)

Asuvez, {vy, v, ..., Uy} se dice linealmente dependiente si existe una solucién no trivial de la ecuacién (1.2); es decir si
existen escalares a1, a», ..., @, no todos nulos para los cuales se verifica (1.2).

Apliquemos la definiciéon de independencia lineal a los conjuntos de vectores {(1,1),(1,-1)} y {(1,1),(1,-1),(1,0)}
mencionados al comienzo de esta seccion.

Al plantear la ecuacién 1.2 para el primer conjunto tenemos

+ (12(1» _1) = (0,0)

(a1 +az, a1 —az) =(0,0)

lo que nos lleva al sistema de ecuaciones

ai(lL,D+a

ay+a=0

(II—QCZZO

cuya Unica solucién es a; = a2 = 0, por lo que afirmamos que el conjunto de vectores {(1, 1), (1,—1)} es linealmente
independiente.

En cuanto al conjunto {(1,1),(1,-1),(1,0)}, el planteo de la ecuacién 1.2 es

(1,-D+as(1,0)= (0,0

(a1 +az+as,a;—az) =(0,0)
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lo que nos lleva al sistema de ecuaciones

ar+az+az3=0

al—a2=0

cuyo conjunto solucién es gen{(1,1,—-2)}. Afirmamos entones que el conjunto {(1,1),(1,-1),(1,0)} es linealmente de-
pendiente.

Ejemplo 1.24

{1,1-1, 242+ 1} es un conjunto linealmente independiente en 2. Para comprobarlo planteamos la ecuacion (1.2)
convi=1,v,=t-1,v3=12+2t+1:

al+a(t—D+az(fP+2t+1)=0

(a1—a2+a3)+(a2+2a3)t+a3tzzo

Como un polinomio es nulo si y sélo si todos sus coeficientes los son, necesariamente

ar—az+a3=0
ar+2a3=0

as3=0

con lo cual, resolviendo el sistema obtenemos a; = @, = a3 = 0.

Ejercicio.
1.4 Demuestre que un conjunto {vy, vy, ..., Uy} con r = 2 es linealmente dependiente si y sélo si hay un vector que es
combinacién lineal de los demas.

Ejemplo 1.25

{sen X,COS X, sen (x + %)} es linealmente dependiente en € (R) ya que, como mencionamos en el ejercicio 1.3, la fun-
cién sen (x + §) es combinacion lineal de las otras dos.

Ejemplo 1.26

{sen x, cos x} es linealmente independiente en ¢ (R). Para probarlo, supongamos que @ y a» son escalares tales que
a)senx+ apcosx es la funcién nula, o sea que

arsenx+azcosx=0 VxeR (1.3)

Como suponemos que la igualdad vale para todo x € R, en particular vale para x = 0, con lo cual

ar1sen0+azcos0=0< a =0
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Considerando ahora x = 7 y teniendo en cuenta que a; = 0, resulta
/2
cxlseng =0 a;=0

Con esto hemos demostrado que necesariamente a; = @, = 0, y con ello que el conjunto es linealmente indepen-
diente.

Una resolucién alternativa consiste en derivar a la funcién nula a; senx + a2 cos x y obtener asi dos ecuaciones que
deben cumplirse para todo x € R:

a;senx+ascosx =0

ajcosx—azsenx=0
Se trata de un sistema homogéneo con incégnitas a1, @,. Podemos escribirlo matricialmente:

0
0

senx COosSXx a

a2

COsXx —senx

Si para algin valor de x la matriz de coeficientes tiene determinante distinto de cero, el sistema es compatible deter-
minado y la tnica solucién posible es la trivial a; = a» = 0. En este ejemplo el determinante vale —1 para cualquier x,
de donde se comprueba, una vez mds, la independencia de las funciones.

La dltima parte del ejemplo anterior sugiere un método para probar la independencia lineal de un conjunto de funciones
{1, f2)-» fa} suficientemente derivables:

= Plantear que a; fi (x) + a2 fo(x) +... + @, fn(x) es la funcién nula:

a i) +arfo(x)+...+ayfr(x)=0 VxeR

= Como hay n incégnitas se deben obtener 7 ecuaciones, para lo cual se deriva n — 1 veces a la funcién original:

atfi+arfo(X)+..+a,frx)=0

a1 fi(xX) + a2 fo(X)+..+ @pf(x)=0

arf @+ a0 + et an V(0 =0

= La matriz de coeficientes del sistema depende de x: si para algtin valor de x su determinante es no nulo, entonces el
sistema es compatible determinado yes a; = @y = ... = @, = 0, de donde se deduce la independencia lineal.

Resumimos estos argumentos en una definicién y un teorema.
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Definicién 1.7

Dado un conjunto de funciones {fl,fz, vy fn} en €™V (I) su wronskiano es la funcién de I — R dada por

fi() L@ - falx)
A® L i
W (fi1, 2y f) (%) = det : : N :
@ 7w - 7w

. Teoremal.3d

Dado un conjunto de funciones {fi, f2, .., fn} en €~V (1), si existe un xo € I tal que W (fi, f2, ..., f) (xo) # 0, entonces
{f1, 2>, fn} es linealmente independiente.

Ejercicio.

1.5 Demuestre que las funciones f;(x) = x, f>(x) = e* y f3(x) = e~ son linealmente independientes en €® (I) (donde
I puede ser cualquier intervalo abierto).

Ejercicio.

1.6 Demuestre que si un conjunto de funciones {fi, f2, ..., fu} en € =1)(]) es linealmente dependiente, entonces para
todo x € I se verifica que W (fi, f2, ..., ) (x) = 0.

La definicién 1.6 se puede reformular diciendo que un conjunto de vectores es linealmente independiente si hay una sola
combinacién lineal que da el vector nulo. Veremos en el teorema siguiente que con esto basta para caracterizar a los conjun-
tos de vectores con una Uinica combinacién lineal para cada elemento del espacio que generan.

. Teoremald4 . |
Sea {v1, vy, ..., v} un conjunto generador de un subespacio S del espacio vectorial V. Entonces son equivalentes:

@ Para cada v € S existen escalares tinicos ay, @, ..., @, tales que v = a1 v; + Ao Vs + ... + Ay Uy

O {v1,1,..., v} eslinealmente independiente.

Demostracion:

Demostraremos en primer lugar que @ = @. Es decir, debemos probar que el conjunto {v1, vy, ..., Uy} es linealmente inde-
pendiente asumiendo que verifica @. Pero esto es inmediato, porque al plantear la ecuacion (1.2) se deduce que los escalares
deben ser todos nulos.

A continuacion, demostraremos la implicacion @=@. Suponemos entonces que para cierto v € V existen escalares a1, aa, ..., &

y B1, B2, ..., Br tales que
v=aivtaalat..t@pvr = 1o+ Bava + .+ Bruy
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Entonces
(a1 =B1) v1+ (a2 —B2) va+...+ (@ = Br) v, =0

y dada la independencia lineal de los vectores, debe ser paratodo i =1,...,1:
(ai=Bi)=0=>a;=p;
g
El teorema anterior garantiza que un conjunto generador linealmente independiente tendréd una tinica combinacién lineal

posible para alcanzar cada vector del espacio generado. Esta clase de conjuntos serd de gran interés a lo largo del curso, lo
cual motiva la siguiente definicién.

Definicion 1.8

Un conjunto de vectores B = {vy, vs,..., U;} del espacio vectorial V es una base de un subespacio S si y sélo si es un
conjunto linealmente independiente que genera S.

@ El espacio nulo carece de base, pues el conjunto {0y} es linealmente dependiente.

Planteamos ahora la siguiente cuestién: dado un conjunto generador de un subespacio S # {0y} ;cé6mo podemos obtener
una base de S? La respuesta la brinda el siguiente lema.

. lemall

Sea {v1, v, ..., Vr4+1} un conjunto generador del subespacio S. Supongamos que v,;; depende linealmente del resto,
entonces {v], U,...v;} también es un conjunto generador de S.

Demostracion:
Dado un vector v € S, existen escalares a1, a2,...a;, @r4+1 tales que

v=a1V1+ar02+ ...+ Q& Vr +Qr41Vr+1

B " e s t r+l €S i i6n lineal de los demds vectores. Es decir que existen escalares
1 ﬁz, weey ‘Br tales que
Vry1=Prvr+ Povo+...+ Bruy

Reemplazando en la ecuacion anterior tenemos

V=101 + QU2+ e+ QpUp + Qi (Brr + P22+ o+ Bry)
=a1V1+a20+...+a, v+ (ar+1ﬁl U1+ ari1 oo+ ... y1 Br Vr)

=(a1+ara1f1) 1+ (a2 + Ari1B2) Vo + .o+ (@7 + A1 Br) Ur

y por lo tanto existe una combinacioén lineal de los vectores vy, vy, ..., U que generaa v € S. d

Ellema anterior nos indica un método para obtener una base a partir de un conjunto generador. Supongamos que {v1, vy, ..., Uy}
es un conjunto generador de un subespacio S # {0y}.
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Sir =1, es decir si el conjunto generador posee un tinico elemento v;, teniendo en cuenta que S # {Oy} debe ser vy # 0y. Por
lo tanto v; es base de S.

Supongamos ahora que r > 1. Si {v1, v2,..., V;} es linealmente independiente, entonces es base de S. Si en cambio es lineal-
mente dependiente, alguno de sus elementos depende linealmente del resto; eliminamos ese elemento del conjunto y ob-
tenemos un conjunto que sigue generando S pero con r — 1 elementos en lugar de r. Si el conjunto obtenido es linealmente
independiente, es base de S; si es linealmente dependiente, alglin elemento es combinacién lineal del resto. Entonces eli-
minando ese elemento del conjunto obtenemos un conjunto de generadores de S con r — 2 elementos. Prosiguiendo de esta
manera, después de un ntimero finito de pasos (no mas de r — 1) obtendremos un conjunto de generadores de S linealmente
independiente: una base de S. En el més extremo de los casos llegaremos a un conjunto generador de S compuesto por un
solo vector, que forzosamente debera ser no nulo, pues S # {0y}, y que por ende serd base de S.

El argumento anterior demuestra el siguiente resultado.

|

Sea G = {v1, 12, ..., Ur} un conjunto generador de un subespacio S # {0y} de cierto espacio vectorial V. Entonces existe
un subconjunto de G que es base de S.

Una consecuencia inmediata de este teorema es la siguiente.

|

Todo subespacio finitamente generado y distinto del nulo posee una base.

En lo que sigue vamos a enunciar una serie de propiedades ttiles e interesantes que se deducen de la existencia de bases '.

|

Si {vy, vy, ..., v} es una base de un subespacio S de un espacio vectorial V, entonces todo conjunto de vectores de S
con més de r elementos es linealmente dependiente.

Una consecuencia del lema anterior es el resultado siguiente.

|

Sea S un subespacio no nulo finitamente generado. Entonces todas las bases de S tienen el mismo niimero de ele-
mentos.

Este teorema garantiza que exista un nimero de elementos comin a todas las bases y justifica la definicién que sigue.

|

La dimensién de un subespacio no nulo finitamente generado es el nlimero de elementos que posee una base cual-
quiera de S. Se define también que el subespacio nulo tiene dimensién cero. A la dimensién de S se la denota dim(S).

1 Hemos optado por omitir las demostraciones, aunque el lector interesado puede encontrar los detalles en la bibliografia. Por ejemplo, en [4] y [5].
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Ejemplo 1.27 Base canénica de K"

Tanto la dimensién de R” como la de C” (C espacio vectorial) es n. En efecto, el conjunto E;, = {ey, e, ..., e} ya estudia-
do en los ejemplos 1.18 y 1.19 es una base tanto de R” como de C". Ya vimos que E,, genera cada uno de esos espacios;
por otra parte la independencia lineal es muy sencilla de probar. A la base E,, se la suele denominar base canénica.

Ejemplo 1.28

La dimensién de C" como R espacio vectorial no es n sino 2n.

Veamoslo para el caso n = 2 (el caso general es anédlogo). En primer lugar, notemos que si bien {ej, 2} es un conjunto
linealmente independiente en C?, ya no genera todo el espacio. Por ejemplo, el vector (2 + i,1) no puede escribirse
como combinacién lineal de e; y ey silos escalares de la combinacién son niimeros reales.

Veamos ahora que la dimension es 4. Para ello exhibiremos cuatro vectores linelamente independientes que generen
a C2. Consideramos
(1,0) (i,0) (0,1) (0,1) (1.4)

En primer lugar comprobamos que efectivamente generan a C2: sea (z;, zp) € C*; entonces z; = X1 +iy, Y 22 = X2 + i }2
con x1, X2, ¥1, Y2 €R. Luego

(z1,22) = (X1 + iy1, X2 + i Y2)

=x1(1,0)+y1(i,0) + x2(0,1) + y2(0,1)

Luego cualquier vector de C? es una combinacién lineal (con escalares reales) de los cuatro vectores de (1.4).
Para probar que son linealmente independientes, planteamos la ecuacién

a1(1,0) + a2(i,0) + @3(0,1) + a4(0,1) = (0,0)

© (ay tiag, az+iag)=(0,0)

Con lo cual es necesariamente
ay+ias=0Nasz+ias=0

Como se trata de escalares reales, la tinica solucién posible es a1 = a» = a3 = a4 = 0. Por lo tanto, los cuatro vectores
de (1.4) son linealmente independientes.

Ejemplo 1.29 Base canénica de [K""*"

Las dimensiones de R"*”" y de C"*" son ambas iguales a m - n. En efecto, como ya mostramos en el ejemplo 1.21,
ambos espacios estdn generados por el conjunto E;;«,, = {E11, E12,..., E1ns ...y Em1, .., Emn} definido oportunamente y
cuya independencia lineal se prueba facilmente. Este conjunto es la base canénica tanto de R™*" como de C™*".

Ejemplo 1.30 Base canénica de 22,

{1, t..., t”} es base de 2, (verifiquelo) y por lo tanto dim (2?;,) = n + 1. Dicha base es la base canénica del espacio 22,,.
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Ejemplo 1.31

Consideremos el conjunto V = {f:[0,1] — R: f(x) = (ap + a1 x + ax*) e~*}. Este conjunto de funciones resulta un
espacio vectorial si se consideran las operaciones suma y producto usuales para funciones.
Méds aun, V = gen{e ¥, xe ¥, x?e*}. Afirmamos que dim(V) = 3.

Para constatarlo, basta con ver que el conjunto generador {e™*, xe™*, x?e™* } eslinealmente independiente. Usaremos
el mismo argumento que en el ejemplo 1.26: supongamos entonces que existen escalares a1, @z, as tales que

are ™ +azxe +azx’e =0Vxel0,1] (1.5)
Evaluando en x =0, x =0,5y x = 1, obtenemos el sistema de ecuaciones

a; =0
aq e 0% 4 a20,5670'5 + a30,52670'5 =0

ale_l + ocge_1 + ocge_1 =0
que tiene por Unica soluciéon a; = a» = az =0.

Otra forma de demostrar la independencia lineal del conjunto generador es la siguiente: como e™* # 0 para todo x € R,
la ecuacion (1.5) es equivalente a
a1+a2x+a3x2 =0 Vxel0,1] (1.6)

Para que se cumpla (1.6) es necesario que sean a1 = a2 = az =0yaque a; + a2x+ a3 x2 debe ser el polinomio nulo.

Supongamos que la dimensién de un subespacio S es dim(S) = n. Para demostrar que un conjunto de vectores {vy, v,..., U} C S
es base de S, segtin la definicién de base debemos probar por una parte que es linealmente independiente y por otra que
genera a S. Sin embargo, debido al siguiente resultado, la tarea es mds sencilla: basta con probar que el conjunto verifica
solamente una de las dos condiciones.

. Teoremald

Sea S un subespacio de un espacio vectorial V. Supongamos que dim(S) = n. Luego
© Si{v1,vy,...,vy} © S eslinealmente independiente, entonces {v1, Vs, ..., Uy} €s base de S.

Q Si{vi,vo,..,v5} S genera a S, entonces {vy, V2, ..., Uy} es base de S.

Ejemplo 1.32

{(1,1), (2, 1)} es base de R? pues es linealmente independiente y dim ([R%z) =2.

Ejercicio.

1.7 Demuestre que {1-1¢,1+ f, *} es una base de 2.

Para finalizar esta seccién, no podemos dejar de mencionar un resultado motivado por la siguiente pregunta: dado un con-
junto linealmente independiente {v, v2, ..., v} de vectores de un espacio vectorial V finitamente generado ;forman parte de
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alguna base de V? Dicho de otra manera: 3se puede extender un conjunto linealmente independiente hasta completar una
base?

. Teoremalsd

Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea {v;, 12, ..., v;} € V con r < n un conjunto linealmente independiente.
Entonces existen vy1,..., U, € V tales que B = {vy, v, ..., Ur, Ur+1,..., U} €S Uuna base de V.

1.5 Subespacios fundamentales de una matriz

En la seccién 1.1 identificamos los vectores de K" con los de IK"*1. A partir de esta seccién y en lo que resta del texto, usare-
mos libremente esta identificacion. Por lo general, serd muy ventajoso y facilitard la notacién interpretar a los vectores de K"
como “vectores columna” de K"*!,

Dada una matriz A € K™*", cada una de sus columnas puede ser interpretada como un vector de K. Entonces, si denomi-
namos A; ala i-ésima columna de A, tenemos que A; € K™ y que

A=| A A, - A,
Por ejemplo, si
1 2
A=11 1 (1.7)
1 0
sus columnas son
1 2
A= 1|,A=]1
1 0

Similarmente, cada fila de A puede ser interpretada como un vector columna de K” franspuesto y, si denominamos F; al
vector columna que se obtiene transponiendo la i-ésima fila de A, podemos escribir

F{
A =
Por ejemplo, las filas transpuestas de la matriz A de (1.7) son

, F3=

Con esta notacion, el producto de la matriz A € K" por un vector x € K" puede escribirse en la forma

t [ t
F1 F1 X

F!, | Fjx
que no expresa otra cosa que la regla usual de multiplicacién de una matriz por un vector: la i-ésima componente del pro-
ducto es el producto de la i-ésima fila de A por el vector x.

En cada matriz podemos definir subespacios a partir de lo que generan sus filas y columnas.
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Definicién 1.10
Dada una matriz A € K"™*"

= El espacio columna es el subespacio de K" generado por las columnas de A y se denota Col A:

ColA=gen{As,..., A} K™ (1.8)

= El espacio fila es el subespacio de K" generado por las filas transpuestas de A y se denota Fil A:

FilA=gen{Fy,..., F;;} < K" (1.9)

Dado que transponiendo las filas de A obtenemos las columnas de A?, tenemos que el espacio fila de A no es otro que el
espacio columna de A’, es decir

Para toda matriz A € K> se verifica que
FilA = Col (A")

Vamos a dar ahora una interpretacion del producto entre una matriz y un vector que usaremos a menudo. Comenzamos con
un ejemplo: sean A la matriz definida en (1.7) y x = [1 2], aplicamos la definicién usual de producto de matrices y luego
reescribimos el resultado

2 1 1-14+2-(-2) 1 2
Ax = 1 o = 1-1+1-(-2) | =1 1 [+(=2)| 1
0 1-1+0-(=2) 1

Esto es un ejemplo de que el producto de una matriz por un vector columna consiste en combinar linealmente las columnas
de la matriz empleando como escalares las componentes del vector. No es dificil demostrar el caso general.

e

Dada una matriz A € K™*" y dado un vector x = [x] X3 ...x,]’ € K", el producto se puede expresar como la siguiente
combinacioén lineal de las columnas de la matriz
X1
X2
Ax=| Ay Ay -+ Ay . =x1A1+xX2A2+ ...+ X, Ap

Xn

Cada vez que multiplicamos a una matriz A € K" por un vector x € K" obtenemos un elemento de Col Ay, reciprocamente,
todo elemento de Col A puede escribirse en la forma Ax eligiendo un x € K" con los escalares adecuados. Luego vale la
siguiente afirmacién.
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Para toda matriz A € K> se verifica que
ColA={Ax:xeK"}

En lo que sigue, vamos a vincular los subespacios Col A y Fil A con el rango de A, al que denotaremos rango A. Recordando
que el rango de una matriz es tanto el nimero méaximo de columnas linealmente independientes como el nlimero maximo
de filas linealmente independientes, se llega sin dificultad a la siguiente afirmacion.

Para toda matriz A € K™*" se verifica que

rango A = dim (Col A) = dim (Fil A)

A continuacién vincularemos a cada matriz con el sistema de ecuaciones lineales que se le asocia naturalmente. Es decir,
dada A € K™, consideraremos la ecuacién matricial

Ax=Db (1.10)
donde b e K™ y x € K" es la incégnita. En el caso de que b sea el vector nulo, la ecuacion (1.10) resulta Ax = 0 y se tiene un

sistema homogéneo . El conjunto solucién de dicho sistema es un subespacio de K" (jejercicio!) y le asignamos un nombre
propio:

Dada una matriz A € K™*"
denota Nul A. Es decir

, el espacio nulo es el conjunto solucién del sistema homogéneo asociado a la matriz y se

NulA={xeK": Ax =0}

Teniendo en cuenta el trabajo hecho en esta seccién, podemos dar una nueva interpretacion de lo que significa que un sis-
tema de ecuaciones sea o no compatible. Volviendo a mirar la ecuacién (1.10), notamos ahora que el sistema es compatible
si y s6lo si existe una combinacién lineal de las columnas de A que resulte ser el vector b. Vale decir que el sistema sera
compatible si b € Col A. Mds atin, si Col A = K" entonces el sistema serd compatible para cualquier b.

Con esto, queda demostrado el siguiente teorema.

. Teoremal.l0

Dada A € K™*" son equivalentes
= Elsistema Ax = b tiene solucién para todo b € K.
= ColA=K™

= rangoA=m

En cuanto a la unicidad de las soluciones, cada sistema Ax = b (con b arbitrario) tiene a lo sumo una solucién siy sélo si la
ecuaciéon homogénea tiene solucién tnica (trivial), esto es, Nul A = {0}. 2 Ahora bien, que Nul A = {0} significa que la ecuaciéon

2Suponiendo que Nul A = {0}, basta con sefialar que si existen dos soluciones x e y, es decir si Ax = Ay = b, entonces A(x — y) =0y se deduce que x = y.
Reciprocamente, si cada sistema Ax = b tiene a lo sumo una solucién, vale en particular para b =0y en tal caso la tnica solucién es x = 0.
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Ax =0 tiene solamente solucién trivial y esto equivale a que las columnas de A sean linealmente independientes (;por qué?).
En consecuencia, la solucién de (1.10), en caso de existir, es tinica siy sélo si las columnas de A son linealmente indepen-
dientes. Esto tltimo equivale a que sea dim (Col A) =rango A = n.

Reunimos las observaciones anteriores en el teorema que sigue.

. Teoremal.ll

Dada A € K" son equivalentes
= Elsistema Ax = b tiene a lo sumo una solucién (una o ninguna) para cada b € K.
= Nul A= {0}
= dim(ColA)=n

= rangoA=n

Definicién 1.12

Alos cuatro subespacios que hemos asociado a cada matriz A: Col A, Fil A,Nul A, Nul(A’) se los denomina subespacios
fundamentales de A.

]. .6 Coordenadas

En el teorema 1.4 qued6 establecido que, en los conjuntos linealmente independientes, hay una tinica combinacién lineal
adecuada para cada vector del espacio que generan. Esa combinacién lineal queda caracterizada por los escalares que se
usan: en esta seccidn estableceremos una correspondencia entre dichos escalares y el vector que producen. Para ello, co-
menzamos por establecer un orden en cada base del espacio.

Definicién 1.13

Una base ordenada de un espacio vectorial V de dimensidn finita es una base en la cual se ha establecido un orden.
En general emplearemos la notacién
B = {v1;02;...;Un}

para enfatizar que la base estd ordenada. Es decir, separaremos los vectores con punto y coma.

Consideremos una base ordenada B = {v;; v2;...;v,,}° de cierto espacio V. Como ya mencionamos, para cada vector v € V
existe y es Unico el conjunto de escalares a1, a, ..., @, (en ese orden) tales que v = @y vy + aa V2 + ... + a, Uy. Esto nos permite
establecer la correspondencia entre vectores y escalares que habiamos anticipado.

3Hacemos esta distincién con punto y coma porque en la notacién de conjuntos B = {v1, V2, ..., v} alude a un conjunto que contiene a los elementos
v1,V2,..., Vn sin tener, en principio, ningtn orden. Es decir, daria lo mismo escribir B = {vy, vy, ..., Un} = {vn, V2,..., U1}
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Definicién 1.14

Dados un espacio vectorial V y una base ordenada B = {v;; v»;...; 5}, para cada vector v € V definimos el vector de
coordenadas de v respecto de la base B, al que denotamos [v] g, mediante

an

donde a3, ay, ..., @, € K son los tnicos escalares tales que

v=a1V1 a2 +...+auVy,

Por otra parte, si f = [ﬁl B ... ﬁn]t € K", entonces existe un vector w € V tal que [w]g = B. Efectivamente, tal vector es
w = Pi1v) + Pove +...6,v,. De acuerdo con lo que acabamos de decir, al fijar una base ordenada B de V podemos establecer
una correspondencia biyectiva entre los vectores de V y los vectores de K". Tal correspondencia consiste en asignar a cada
vector de V su vector de coordenadas en la base B.

Ejemplo 1.33

Consideramos la base ordenada B = {t —Lt+ 1%+ 1} de 22, (verifiquelo).

En primer lugar, buscamos las coordenadas del polinomio p = 2 — ¢ + 1 en la base B. Para ello es necesario encontrar
los escalares que verifican

p=ai(t-1+az(t+1)+az(*+1)
Operando en el segundo miembro de la igualdad llegamos a la ecuacién
T = a3t2+ (a1 +ax)t+ (—ay +az +as)
y por lo tanto debe ser
as=1
a)+ax=-1

—a1+arx+az=1

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos a; = —0,5, @2 = —0,5y a3 = 1, con lo cual [p]B =[-0,5 —0,51]%.

Para ilustrar el camino inverso, buscamos un polinomio g € 2, tal que [g] 5 =10,5 —0,52]". Para ello calculamos
g=05(t-1)-05(t+1)+2(F+1)=2£"+1

A continuacién compararemos las coordenadas de la suma de vectores con la suma de coordenadas. La suma de las
coordenadas de g con las de p es

[a]p+[Plp =10 -13)

mientras que las coordenadas de la suma g + p surgen de
g+p=(05-1-05(t+1)+2(t*+1))+(-0,5(t—1)=0,5(¢t+1) +1(£* +1))
=0(t-1)-1(t+1)+3(2+1)
=>[g+plz=10-13]*
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con lo cual
[q]p+[plp=[a+pls (1.11)

Por tdltimo, compararemos la multiplicaciéon de las coordenadas por un escalar con las coordenadas del vector multi-
plicado por un escalar. Consideramos el vector p y el escalar 2:

2[plg=1-1-12]"
Asuvez

2p=2(-0,5(t-1)-0,5(t+1) +1(£* +1))
=-1(t-D-1(t+ D) +2(2 +1)
= [2plg=[-1-12)"

Entonces tenemos que
2[pls=12plg (1.12)

Las férmulas (1.11) y (1.12) del ejemplo sugieren la validez del teorema que sigue.

. Teoremal.l2

Dados un espacio vectorial V y una base ordenada B = {v;; v»;...; U}, para dos vectores cualesquiera u, v € V y cual-
quier escalar k € K se verifica que

= [u+vlg=[ulp+([vlp

= [kulp=klulp

Demostracion:
Sean [ulp = [a1 @z ... ay] y [V = [B1 B2 .. Br]. Vale decir que

U=a1V1+ 02 +...+aply
v=PF5v+Pava+...+ By
Su+tv=(a1+ 1) vi+(az+B2) vat..+(an+Pn) vn
de donde se deduce que
[+ vl =[ar+B1 az+Pa...an+PBn]
= (a1 @z . ap+1"+ [B1 B2 B’
=[ulp +[v]B
Por otra parte,
ku=k(ajvi+azvs+..+a,vy)
=(kap) v+ (kay) vy +...+ (kay) v,
con lo cual
kulg = lka; kas ... ka,]!
=klay az ... anl’
=klulp

27
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a

Como hemos visto recién, al fijar una base ordenada B de V, podemos reducir todas las operaciones entre vectores de V' a
operaciones entre sus coordenadas como vectores de [K”. Mds atin, como veremos a continuacion, también es posible deter-
minar la dependencia o independencia lineal de un conjunto de vectores de V a partir de la dependencia o independencia
lineal de sus coordenadas.

. Teoremal.l3

Dados un espacio vectorial V, una base ordenada B = {v;; v2;...; U5} Y un conjunto {u, uy,..., u,} de vectores de V,
entonces son equivalentes

= {uy,uy,..., u;} es linealmente independiente en V.

» {[t1]p,[u2]p, ... [ur]p} eslinealmente independiente en K".

Demostracion:
Aplicando el teorema 1.12 y el hecho de que el vector nulo tiene coordenadas nulas, tenemos

aylulp+az(wlp+...+arlulp=0e a1y +asup +...+a;ulpg=0 aju; +a2up +...+a,u, =0

Vale decir que las soluciones de las ecuacién en coordenadas son las mismas que las soluciones de la ecuacién con los vec-
tores originales. Por lo tanto, la ecuacién a; [u1]lg + a2 [u2]lg + ... + &, [u,] g = 0 tiene como UGnica solucién a; = ay = ... =
a, =0 siy sélo si la tnica solucién de la ecuacién aju; + azup +...+ a,u, =0 es a; = @y = ... = a, = 0. En otras palabras,
{[uI]B Ju2lg, . [ur]B} es linealmente independiente en K” siy sélo si {u;, uy, ..., u,} es linealmente independienteen V. O

Ejemplo 1.34

Determinar si B = {1+ 1;1+ r—3t%—1+2¢—2*} es base de 2.

En primer lugar, sabemos que la dimensioén de 27, es 3. Luego (aplicando el teorema 1.8) bastara con estudiar su
independencia lineal. Ahora bien, aplicando el teorema 1.13, podemos estudiar las coordenadas de los vectores con
respecto a la base canénica E = {1, t, t*}:

(L+fp=[110" [1+t-37%],=[11-3]" [-1+2t-2¢],=[-12 2]

Para estudiar la independencia lineal de estos vectores de R® disponemos de varios métodos. Por ejemplo, podemos
formar una matriz de tamafio 3 x 3 disponiendo cada uno de esos vectores como fila y determinar su rango: si éste es
igual al nimero de filas de la matriz, los vectores son linealmente independientes. En nuestro caso, la matriz es

1 1 0
A= 1 1 -3
-1 2 =2

Para calcular su rango aplicamos eliminacién gaussiana (triangulacién):

1 1 0 FE-F 1 1 0 1 1 0
F, —F3

1 1 -3 — 0 0 -3 0 3 -2

-1 2 =2 F+F 0 3 -2 0 0 -3

Como el rango de la tltima matriz es 3, el rango de la matriz inicial es también 3 ya que, como es sabido, en cada
paso de triangulacién cambia la matriz pero no el espacio fila. Por lo tanto los vectores coordenados son linealmente
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independientes y B es una base de 22,.
Una alternativa es la siguiente: como A es una matriz cuadrada y solamente nos interesa saber si su rango es 3, cal-

culamos su determinante; si resulta distinto de cero entonces rango A = 3, en caso contrario es rango A < 3. Dejamos
como ejercicio completar esta alternativa.

1 .7 Matriz de Cambio de Base

Como hemos visto, dada una base ordenada B de un espacio vectorial V' de dimensién n, podemos identificar cada vector de
V con su vector de coordenadas en la base B. Esto nos permite operar con las coordenadas en K", lo cual suele ser mds prac-
tico (como se ilustré en el ejemplo 1.34). En algunas aplicaciones es posible que comencemos describiendo un problema
usando las coordenadas de los vectores en una base B, pero que su solucion se vea facilitada si empleamos las coordenadas
de los vectores en otra base ordenada C. Entonces aparece naturalmente el siguiente problema:

Dadlas las coordenadas de cierto vector v en la base ordenada B, obtener las coordenadas de v en la base ordenada C

cuya solucién se expresa en el teorema que sigue.

Sean By C bases ordenadas del espacio vectorial V, donde B = {vy; v;...; v,;}. Entonces existe una tinica matriz M €

K™ tal que
[Vlc=M[vlg VYveV

Ademads, M es la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores de la base B con respecto a la base C. Es
decir
M=| [nlc [vlc -+ I[valc (1.13)

A la matriz M se la denomina matriz de cambio de coordenadas de 1a base B ala base C y se la denota Cpc.

Demostracion:
Consideremos un vector v € V arbitrario. Entonces existen y son tinicas sus coordenadas con respecto a la base B: [v]p =
a1 as ... ay]’. Vale decir que

v=a1V1+av2+...+auVy,

Tomando coordenadas y aplicando el teorema 1.12 obtenemos
(Ve =ailnlc+azlv2]c+...+anlvnlc

En esta ultima expresion se aprecia que para realizar el cambio de coordenadas alcanza con saber las coordenadas con
respecto alabase C delos vectores de la base B. Tomando en consideraciéon la matriz definida en 1.13 y pensando al producto
entre matriz y vector como una combinacién lineal de las columnas de la matriz, la tltima expresién queda

[U]C = alMl +(X2Mz +...+anMn = M[U]B

como querfamos probar. Falta ver la unicidad de la matriz de cambio de base. Para eso y como es usual, supongamos que
existe cierta matriz N € K™*" que realiza el mismo cambio de base que M, es decir [v]¢c = N[v]lg Yv € V. Probaremos que
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todas las columnas N; (con i = 1...n) de la matriz N coinciden con las respectivas columnas de M. Para ello, tengamos en
cuenta que las coordenadas de los vectores de la base B con respecto a esa misma base son los vectores canénicos de K”, es
decir [v;]5 = e;. Con eso resulta

M;=[vilc=Nlvilg=| N1 N2 -+ Np |ei=N;

como queriamos demostrar. |

A continuacién presentamos dos propiedades de la matriz de cambio de base.

%
Sean B, C y D bases ordenadas del espacio vectorial V' de dimensién finita. Entonces
O Cgp=CcpCae

@ Cpc esinversibley (Cpc) ™! = Ccp

Demostracion:
Empecemos por el punto @. Es suficiente comprobar que para todo v € V se verifica que [v]p = (CcpCgc) [V], ya que la
matriz de cambio de base es tinica. Ahora bien,

(CepCae) vlp = Cep (Cpe (V1) = Cep ([VIc) = [V]p

En cuanto al punto @, notemos en primer lugar que Cgp = I donde I representa la matriz identidad. En efecto, como para
todo v € V es [vlg = I [v]p, la unicidad de la matriz de cambio de base garantiza que Cgpg = I. Entonces, usando el punto @
deducimos que CpcCcp = Ccc =1y CcpCpc = Cpp = Iy conello que Cp es inversible y (Cge) "t =Cep. ]

Ejemplo 1.35

Consideremos la base B = {1—t,1+1,1+¢+ t2} de 2%, y supongamos que deseamos hallar las coordenadas de
p=2t>—2t+4enlabase B.

Comencemos por sefialar que las coordenadas de p con respecto a E = {1, ¢, t*}, la base cané6nica de 2%, son [p], =
[4 —22]". De acuerdo con el teorema 1.14, [ p] ; = Cgg [ p] 5. Por ende, debemos calcular Cgp. Para ello sefialamos dos
alternativas:

1. Obtener las coordenadas de los vectores de la base E con respecto a la base B. Esto implicaria resolver los tres
sistemas de ecuaciones que surgen de plantear

l=a;(1-O+ay(1+0+az(1+t+1?)
(=P (1—-0+Po(L+0)+P3(L+1+1°)
t2=}’1(1—l‘)+Yz(1+t)+y3(1+t+ tZ)

2. Construir la matriz Cpg y, aplicando el teorema 1.15 obtener Cgp como su inversa.

Desarrollamos la segunda alternativa: la matriz Cpg se construye con facilidad puesto que

l-fp=[1-10" Q+fp=[110" [L+r+2%|,=[111]"
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con lo cual
1 1 1
Cg=1 -1 1
0 0 1
y su inversa® es la matriz buscada:
1 1 ]
S AN
Cep=(Cgp) = 53 3 -1
0 0 1|
de modo que
1 1
R 0 4 3
[Pls=Ceslple=|z 2 -1 || -2|=| 1
0 0 1 2 2

@Quienes calculen la inversa con el conocido método que consiste en yuxtaponer la matriz identidad y triangular, notaran la relacién con la
primera alternativa que consistia en resolver tres sistemas de ecuaciones.

1.8 Operaciones entre subespacios

31

Para estudiar las posibles operaciones entre subespacios comenzamos con un ejemplo.

Figura 1.4: Dos subespacios de R>

Ejemplo 1.36
Consideremos los planos que pasan por el origen
S1={xeR¥:x+2x +2x3=0} A Sp={xeR®: xp =0}
Si consideramos su union, se trata del conjunto de vectores que pertenecen a un plano o al otro:

S1US;={xeR’:x€S;vxeS,}
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Elijamos los vectores u = (—2,1,0) € S; y v = (-1,0,2) € Sy. Al calcular la suma resulta que u+ v = (-3,1,2) € S; U Sy,
como se aprecia en la figura 1.4. En consecuencia, S; U Sz no es subespacio pues la suma no es cerrada.

Si en cambio consideramos la interseccién de estos subespacios, es decir el conjunto de vectores que pertenecen a
ambos:
S1NSy={xeR*:xe S AxeS,}

queda planteado el sistema de ecuaciones

X1 +2x2+2x3=0 (1.14)
X2 =0 (1.15)

cuya solucién consta de todos los vectores de la forma (—2x3,0, x3) = x3 (—2,0, 1) con x3 € R. Vale decir que
S1n Sy =gen{(-2,0,1)}

y se trata efectivamente de un subespacio: en este caso es una recta que pasa por el origen.

En general, ni la diferencia entre dos subespacios ni el complemento de un subespacio pueden ser subespacios, ya que en
ambos casos el vector nulo no pertenece al conjunto resultante. Ya hemos visto que la unién de subespacios no tiene por qué
ser un subespacio. El teorema siguiente confirma lo que sugiere el ejemplo: que la interseccion entre subespacios es a su vez
un subespacio.

Dados S1, S, ..., S; subespacios de un espacio vectorial V, su interseccién
S1NSN.NnS,={veV:veSTAVESA...AVES;}

también es subespacio de V.

Demostracion:
Probaremos las tres condiciones que exige el teorema del subespacio 1.2.

1. Esclaroque 0 € S1nS2 n...Nn Sy, luego la intersecciéon no es vacia.
2. Sean u,v€ SN S2N...nS,. Luego para todo i = 1,..., r resulta, usando el hecho de que todos los S; son subespacios,

u,veSi>u+vesS;i=>u+rveSinNSn..NS;

3. Seanue S NSN...nS, yaek. Luego paratodo i = 1,...,r resulta

ueS;>kueS;>kueSinSn..nS;

a

Hasta ahora, hemos considerado operaciones de conjuntos: unién, interseccién, complemento y diferencia. A continuacién
definimos una nueva operacién basada en las operaciones del espacio vectorial.
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Dados 81, Sz, ..., S; subespacios de un espacio vectorial V, la suma de estos subespacios se denota como S; +Sy +...+S;
y se define como el conjunto de todas las sumas posibles de vectores en Sy, Sy, ..., S;. Es decir,

S1+S+..+S,={veV:v=vi;+v2+...+ v, donde v; € S1,v2€Sy,...,V; €S}

Ejemplo 1.37

Si retomamos el ejemplo 1.36, la suma de los subespacios S; y S es, como el gréfico permite anticipar, todo el espacio
R3. Para demostrarlo formalmente, notemos que

S1=gen{(0,-1,1),(2,-1,0)} S2=gen{(1,0,0),(0,0,1)}

Luego los elementos de S; son de la forma a(0,-1,1) + 3(2,-1,0) con a, B arbitrarios, mientras que los de S, son de la
forma y(1,0,0) + 6(0,0,1) con v, arbitrarios. Por ende, los elementos de S; + S» serdn de la forma

v=a(0,-1,1)+B(2,-1,0)+y(1,0,0)+6(0,0,1)

Es decir que S; + S» contendré todas las combinaciones lineales de los vectores (0,-1,1), (2,-1,0),(1,0,0), (0,0, 1), que
constituyen un conjunto generador de R3.

En el ejemplo anterior la suma de subespacios resulté ser un subespacio. El teorema siguiente generaliza este hecho.

. Teoremal.l7

Dados Sy, Sy, ..., Sr subespacios de un espacio vectorial V, la suma S; + Sy +... + S es un subespacio de V.

Demostracion:
Una vez mds, probaremos las tres condiciones que exige el teorema del subespacio 1.2.

1. Dadoque0e S A0Sy A...A0€ S, resulta0=0+0+...+40=>0€ 81 +S2 +...+ S

2. Sean u,v € S; + S2 +...+ S;. Entonces existen u; € S;,uy € Sy, ..., ur € Sy tales que u = u; + up + ... + u,. Andlogamente
V= v1+UV2+...+ U, paraciertos vy € S1, 12 € S, ..., Uy € Sy. Luego, teniendo en cuenta quelos Sy, S, ..., Sy son subespacios
u+v=u+u+..+u)+W1+ve+..+v;)
=(uy+v1)+ (U + Vo) +.. + (Uy + Uy)
—_——— —— ——
€S €Sy €S,

>U+VveES +S)

3. Sean u€ §; +S2+...+ S, y a e K. Entonces existen u; € Sy, up € Sy, ..., U € S, tales que u = u; + up + ... + u,. Por lo tanto

au=a(uy+us+..+u;)
=au+aup +...+au,
N~ = N~

€S €Sy €S,

>aueS;+Sy+...+5;



34 Espacios vectoriales

Ejercicio.

1.8 Compruebe que en R? la suma de dos rectas rectas distintas S; y S, que pasan por el origen es R?. Interprete
graficamente. ;Qué sucede si las rectas estdn contenidas en R3?

El método empleado en el tltimo ejemplo para hallar un conjunto generador del subespacio suma se puede generalizar sin
mayores dificultades (dejamos los detalles como ejercicio):

Sean {v11, V12, . Vik, }»{V21, V22, s Vaky } 5 ooes {Ur1, VUr2, ooy Urk, } cOnjuntos generadores de los subespacios Si, Sz, ..., Sy
de un espacio vectorial V respectivamente. Entonces

S14S2+ ..+ Sr = gen{vin, V12, .o Vikys V21, V22, ooy U2y weor Urly Vr2, oo Urk, }

es decir, la unién de conjuntos generadores de los subespacios Sy, S, ..., S, €s un conjunto de generadores de S; + S, +
et Sy

Ejemplo 1.38
Obtener una base de S; + S5, siendo

Sp={xeR*:x;+2x—x3+ x4 =0A x; — x4 =0}

SZ = gen{(ly 1,0,0), (2; 1’2, 1)}

Para resolver el problema necesitamos un conjunto generador de S;. Resolviendo las ecuaciones lineales homogéneas
que definen el subespacio S;, obtenemos la siguiente base de S;: {(1,-1,0,1),(0,1,2,0)}. Como {(1,1,0,0),(2,1,2,1)}
genera S, aplicando la proposicién 1.5 tenemos que

{1,-1,0,1),(0,1,2,0),(1,1,0,0),(2,1,2, 1)}

es un conjunto generador de S; + S,. Sin embargo, este conjunto no es base, ya que es linealmente dependiente. Apli-
cando, por ejemplo, eliminacién gaussiana, se verifica que el cuarto vector es combinacién lineal de los tres primeros,
y que estos son linealmente independientes, con lo cual

{1,-1,0,1),(0,1,2,0),(1,1,0,0)}

es la base buscada.

@ Como se desprende del ejemplo anterior, la unién de bases de los subespacios es un conjunto generador de la
suma, pero no es necesariamente base de esa suma.

El teorema que enunciamos a continuacién permite obtener nuevas conclusiones acerca de la suma de dos subespacios. *

4La demostracién puede ser un buen repaso de los conceptos estudiados en este capitulo. Recomendamos consultarla en la bibliografia, por ejemplo en
[4].
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. Teoremal.l8

Sean S; y S» subespacios de dimensién finita de un espacio vectorial V. Entonces S; + S» es de dimensién finita y

dim (S; + S2) = dim (1) + dim (S2) — dim (S; N Sp) (1.16)

Ejemplo 1.39

Si retomamos el ejemplo 1.38, podemos aplicar el teorema anterior para deducir la dimensién de la interseccién. En
efecto, la férmula (1.16) resulta en este caso

3=2+2-dim(5:NSy)

y concluimos que dim (S; N S2) = 1.

Como ya hemos definido en 1.15, cada elemento v de S; + Sy + ... + S, puede expresarse en la forma
v=vi+Uvy+..+v, dondev;€S;,1n€Sy,..., V€S, (1.17)
Sin embargo, esta descomposiciéon de v como suma de vectores en los subespacios Sy, Sy, ..., Sy no tiene por qué ser tnica.

Ejercicio. Considerando el ejemplo 1.36, encuentre dos descomposiciones distintas del vector v = (1,1,1) como suma
de elementos de S; y Sy.

En lo que sigue, prestaremos atencién al caso en que la descomposicién es tinica.

Definicién 1.16

Dados Sy, Sy, ..., Sy subespacios de un espacio vectorial V, se dice que la suma es directa si cada v € S; + So + ...+ S,
admite una tnica descomposicién en la forma (1.17). Es decir, silos v; € Sy, v, € Sy, ..., Uy € Sy son tnicos. Cuando la
suma es directa emplearemos la notacién S; ® S, @ ...8 S,

Ejemplo 1.40

La suma de un subespacio arbitrario S de un espacio vectorial V con el subespacio nulo {0} es directa, es decir
Se{0}=S

pues la inica forma de expresar v € S, como suma de un elemento de S con uno de {0} es v = v +0.

Ejemplo 1.41

La suma de dos rectas distintas de R* que pasan por el origen es directa.

En efecto, la suma es el plano que contiene a ambas rectas (ver ejercicio 1.8) y cada vector de ese plano puede
descomponerse en forma tinica como suma de dos vectores, uno en la primera recta y otro en la segunda.
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Ejercicio.

1.9 Demuestre que en R? es directa la suma de un plano S; que pasa por el origen con una recta S, que también pasa
por el origen pero no esta contenida en el plano.

Ejemplo 1.42

En R® la suma de dos planos distintos S; y S, que contienen al origen nunca es directa.

En efecto, sea L = S; N S,. Entonces L es una recta que pasa por el origen (;por qué no puede ser tan solo un punto?).
Sea w cualquier vector no nulo de L. Entonces w € S; y w € Sy, con lo cual también —w € S,. Pero entonces 0 € S; +S;
admite las dos siguientes descomposiciones:

0=0+0y0=w+(-w)

que demuestran que la suma de S; con S, no es directa.

Serialemos que en los ejemplos anteriores en los cuales la suma de los subespacios es directa, su interseccidn es el subespacio
nulo. En cambio en el ejemplo en que la suma no es directa, la interseccién de los subespacios no es el subespacio nulo. El
teorema siguiente generaliza esta observacién.

. Teoremal.l9

Sean S; y S» subespacios de un espacio vectorial V. Entonces la suma de S; y Sy es directa si y s6lo si S; N S» = {0}.

Demostracion:

Para demostrar la doble implicacién, asumimos en primer lugar que la suma de S; y Sy es directa. Evidentemente, 0 € S; N So:
supongamos que existe otro vector v € S; N Sy. En tal caso, como v pertenece a ambos subespacios se podrian hacer dos
descomposiciones distintas

en contra de que la suma es directa.

Asumamos ahora que S; N Sz = {0}. Razonando nuevamente por el absurdo, supongamos que existe cierto vector v que
admite dos descomposiciones distintas:

Pero entonces
Ni—w1=w2—102

ydado que v; — w; € S1, w2 — 12 € S2, como la interseccion es el vector nulo, deducimos que
Vi—wi=wr—12=0=>01=uw1AV2=W>

luego la descomposicion es tinica y la suma es directa. d
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Ejemplo 1.43

En el espacio de matrices cuadradas R"*" consideramos el subespacio S; de matrices simétricas (aquellas tales
que A = A") y el subespacio S, de matrices antisimétricas (aquellas tales que A = —A?). Dejamos como ejercicio
comprobar que se trata efectivamente de subespacios. Probaremos que la suma de estos subespacios es directa e
igual a todo el espacio, es decir S; @ Sp = R™".

Notemos que cualquier matriz A € R”*"* admite la descomposicion

A+ A" A-A'
= +
2 2

A

El primer término de la descomposicién es una matriz simétrica, mientras que el segundo es una matriz antisimétrica:

LA+ (AN) AT+ A

2 2

(A+A’f

A+Af)
2

2

t

A-AN" AT-(AY)" Al-A A-A!
( 2 ) -T2 T2 7T ( 2 )

Esto prueba que la suma de S; y S» es todo el espacio de matrices. Falta ver que la suma es directa. Basdndonos en el
teorema 1.19, probaremos que S; N S, = {0}. Sea A € S; N S»: entonces A es simétrica y antisimétrica. Luego

A=A'AA=-A'= A=-A=> A=0

En lo que sigue enunciaremos una condicién que permite determinar cudndo los subespacios Si, So, ..., S; estdn en suma
directa. Para ello, sefialemos que los teoremas 1.18 y 1.19 nos permiten afirmar que la suma dos subespacios S; y S, es
directa siy sélo si dim (S; + Sp) = dim (S;) + dim (S»). El teorema siguiente generaliza esta observacidn.

%

Sea V un espacio vectorial y sean S3, Sy, ..., S, subespacios de dimensién finita. Entonces la suma S; + Sy +... + S; es
directa si y sélo si se verifica que

dim(S; + Sy +...+ S;) =dim (S;) + dim (S) + ... + dim (S;) (1.18)

Ejemplo 1.44
La suma de los subespacios de R®
S1=gen{(1,1,0,0,-1),(1,0,1,0,0)} S»= gen{(2, 1,0,1,-1) S3=genf{(1,1,-1, 1,0)}}
es directa, ya que el conjunto
{a,1,0,0,-1),(1,0,1,0,0),(2,1,0,1,-1),(1,1,-1,1,0)}
es linealmente independiente y por lo tanto base de S; +S» + S3, con lo cual se cumple la relacién establecida en (1.18):

dim (Sl + Sz + Sr) =dim (Sl) +d1n’1(82) +dim (Sr)}
—_—— ) ~—

4 2 1 1
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Ejemplo 1.45

En R3 consideremos un plano S; y dos rectas S, y S3, distintas y no contenidas en el plano, tales que S; N Sz N S3 = {0}.
;Qué es Sy + Sy + S3? ;Es directa la suma?

En primer lugar, S; + S, + S3 = R3 (3por qué?). La suma no es directa porque no se verifica la ecuacién (1.18): en efecto,
dim (S7 + S2 + S3) = 3 mientras que dim (S;) +dim (S2) + dim (S3) = 4.

Ejercicio.
1.10 Demuestre que la suma de los subespacios de &5
S1={pePy:p(1)=0Ap(-1)=0} Sp=gen{r’+8} S3=gen{2¢>+1*+15}

no es directa.




Transformaciones lineales

2. 1 Introduccion

Enla seccién 1.5 del capitulo 1, dedicada a los subespacios fundamentales de una matriz, propusimos una interpretacion de
los sistemas de ecuaciones lineales de la forma Ax = b, segtin la cual el sistema es compatible si y s6lo si b es combinacién
lineal de las columnas de A.

Una nueva interpretaciéon posible del sistema de ecuaciones Ax = b consiste en pensar que la expresiéon Ax define una
funcién de K" — K™, que a cada x € K" le asigna el vector Ax € K. En este contexto, el sistema de ecuaciones Ax = b
serd compatible si el vector b pertenece a la imagen de la funcién. En este capitulo presentaremos una clase de funciones
que permite, entre otras cosas, representar sistemas de ecuaciones. Para ello, destaquemos dos caracteristicas que tiene la
funcién definida con la férmula Ax:

m Vx,yeK": A(x+y) = Ax+ Ay

n VxeK" VaeK: A(ax) = a(Ax)

Definicién 2.1

Dados dos espacios vectoriales V y W con el mismo conjunto de escalares K, la funcién f : V — W es una transfor-
macion lineal si verifica

QO Vu,veV:fu+v)=fw+ f(v)

O VueVVaekK: flau) =af(u)

Ejemplo 2.1

Cualquier funcién f : K" — K™ definida mediante f(x) = Ax donde A € K™*" es una transformacion lineal, por los
argumentos expuestos al comienzo.
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Si consideramos entonces la funcién definida mediante
[iR® = R?, f(x1,%2,X%3)] = (X1 — X3, %2 + 5x3)

para probar que es una transformacién lineal alcanza con mostrar que su expresion es de la forma Ax, en este caso
con A € R?*3, Usando una vez més la identificacién entre los espacios K’ y K" *!, podemos escribir

iR —R2 f([x1 X2 x31") = [x1 — X3 x2+5x3]"

X1
1 0 -1

X:
01 5 2

X3

Convencion

En el ejemplo anterior hemos usado la notacién f [(x], X2, x3)] para destacar que f asigna a cada vector (xj, X2, x3) € R3
un vector de R?. Sin embargo, muchas veces simplificaremos la notacién escribiendo

fx1,x0,x3) = ...

Ejercicio.
2.1 Determine si la siguiente funcién es una transformacién lineal

f:9 =R, f(p)=p0)

Ejemplo 2.2

La funcién
f:R3—>[R3,f(v):vxw

siendo w un vector fijo, es una transformacién lineal. Veamos que cumple las dos condiciones de la definicién, usando
las propiedades del producto vectorial:
@ Sean u, v € R%. Entonces

fu+v)=w+v)xw=uxw+vxw=f(u+ f)

O Sean u € R%, a € R. Entonces
flaw) =(au) x w=a(uxw) =af(u)

Senalemos también que las propiedades del producto vectorial permiten afirmar que
= f(0)=0

» f(-v)=-vparatodo ve RS,

Estas tiltimas observaciones se generalizan sin dificultad, como probaremos en el siguiente teorema.
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. Teorema2.l

Dados los espacios vectoriales V, W y la transformacioén lineal f: V — W, se cumple que:
Q f(0v)=0w
O VueV:f(-u)=-f(u)

Demostracion:
Para probar la propiedad @, usamos el hecho de que el cero por cualquier vector da el vector nulo (ver @ del teorema 1.1) y
la definicién de transformacion lineal:
fOy)=fOv)=0f(v) =0w
Anélogamente

fE=fI=Dvl=EDf) =-f)

O
Las propiedades anteriores, ademds de tener interés por si mismas, sirven también para detectar funciones que no son trans-
formaciones lineales. En efecto, como toda transformacién necesariamentelas verifica, decimos que son condicién necesaria
para ser transformacion lineal.

Ejemplo 2.3
Estudiemos las funciones

[iR? =R f (x1,X2) = (21 — 1, X2)

g :R* —R? g (x1,x2) = (x4, x2)
En el caso de f, notemos que f[(0,0)] = (—1,0) # (0,0). Por ende f no cumple una condicién necesaria y entonces no
puede ser transformacion lineal.

En el caso de g, es g(0) = 0 y se cumple la condicién necesaria. Sin embargo, que una funcién transforme al vector
nulo en el vector nulo no es una condicion suficiente para ser transformacion lineal. En este caso, notemos que

g3(1,D1=g@3,3)=(9,3) #3g(1,1) = (3,3)

Dados los vectores vy, v, ..., v € V, los escalares a1, a, ..., &, € K yla transformacién lineal f: V — W, se cumple que

flav+avo+..+arv)=a1f(v)+axf (v2)+...+a-f(v;)

La demostracion surge al aplicar sucesivamente la definicién de transformacién lineal y la dejamos como ejercicio.

A menudo diremos que las transformaciones lineales preservan las combinaciones lineales, en el sentido que
sefiala la propiedad anterior. Queremos destacar que, de todas las funciones posibles entre espacios vectoriales, le
prestamos atencidn a las transformaciones lineales por propiedades como esta.
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2.2 Nicleoe Imagen

Para comenzar esta seccién recordamos una notacién que, si bien usaremos en el contexto de las transformaciones lineales,
tiene validez para cualquier funcién f: A— B, donde Ay B son respectivamente el dominio y codominio de la funcién.

Definicién 2.2
Sea f: A— B una funcién.

@ Dado un subconjunto del dominio M < A, al conjunto de los transformados de los elementos de M por la
funcién f lo denominamos imagen de M por f. Con la notacién f (M) resulta

fn={fm): me M}

© Dado un subconjunto del codominio N < B, al conjunto de los elementos del dominio que la funcién f trans-
forma en elementos de N lo denominamos preimagen de N por f. Con la notacién f~!(N) resulta

i) ={xe A: f(x) e N}
Cuando el conjunto N tiene un solo elemento, o sea N = {y}, es usual suprimir las llaves:

fFlo={xeA: f =y}

® La notacién f~!(N) suele inducir a la confusién con la funcién inversa. Por eso es imprescindible tener en cuenta
que la preimagen de un conjunto queda bien definida para cualquier funcién f: A — B, tenga o no inversa.
Por ejemplo, la funcién f: R — R, f(x) = 1 no es biyectiva y por ende no tiene inversa. Sin embargo podemos
calcular las preimégenes de subconjuntos del codominio tales como f =R vf “1([-1,0) = @.

En las funciones de variable real f : R — R es usual estudiar sus raices o ceros, es decir los x € R tales que f(x) = 0. De igual
manera definimos al niicleo de una transformacién lineal.

Definicion 2.3

Dada una transformacién lineal f : V — W, se define su niicleo como el conjunto de vectores del dominio cuyaimagen
es el vector nulo. Adoptando la notacién Nu f resulta

Nuf={veV:f(w)=0w}=rf" 0w

Otro concepto que incorporamos, al igual que en las funciones de R — R, es el de conjunto imagen.
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Dada una transformacién lineal f: V — W, se define su imagen como el conjunto de vectores del codominio que son
imagen por f de algtn vector del dominio. Adoptando la notacién Im f resulta

Imf={f(v):veV}=Ff(V)

Ejemplo 2.4

Dada la transformacion lineal
iR =R, f(x1, %2, X3) = (X1 — 2x2,0,2x) — 4x)

buscaremos su ntcleo e imagen. Para encontrar el nicleo, planteamos la definicién
Nu f = {(x1,%2,%3) R’ : f (x1, X2, 3) = (0,0,0)}
de donde llegamos a
X1 — Z.X'z =0
(x1 —2x2,0,2x1 —4x2) = (0,0,0) & S X1 =2Xx2
2x1 - 4x2 =0
Como no aparecen restricciones sobre x3, la forma genérica de un elemento del niicleo es
(2x2v X2, x3) = X2 (2, ]-) 0) + XS(O, 0) ]-)
donde x; y x3 son arbitrarios, con lo cual

Nu f =gen{(2,1,0),(0,0,1)}

y una posible base del nticleo es
Bnur =1(2,1,0),(0,0, 1)}

En cuanto a la imagen de la transformacion lineal, podemos reescribir la expresién de f como
f (x] ) X2, x?)) = X1 (17 0) 2) + X2 (_2) Oy _4)

y como X; y x2 pueden asumir cualquier valor real, concluimos que la imagen esta generada por todas las combina-
ciones lineales de los vectores (1,0,2) y (—2,0,—4):

Im f = gen{(1,0,2),(—2,0,—-4)}
y dado que son vectores linealmente dependientes
Im f =gen{(1,0,2)}
con lo cual una base para el conjunto imagen es

BImf = {(1)0)2)}

En el ejemplo anterior, los conjuntos nicleo e imagen resultaron ser subespacios del dominio y codominio respectivamente.
Veremos a continuacioén que esto es el caso particular de una propiedad mds general.
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. Teorema22

Dada una transformacioén lineal f: V — W:
@ Si Sc V esun subespacio de V, entonces f(S) es un subespacio de W.

© Si T < W es un subespacio de W, entonces f~1(T) es un subespacio de V.
P p

Demostracion:
En ambos casos, debemos probar que se verifican las condiciones de subespacio establecidas en el teorema 1.2.

Para demostrar @), sefialemos en primer lugar que Oy € S por ser subespacio, luego f(0y) = 0w € f(S).

Consideremos ahora dos vectores w;, w, € f(S): esto significa que existen vy, v, € V tales que f(v1) = wy A f(v2) = wo. En-
tonces wy + we = f(v1) + f(v2) = f(v1 + v2) ydado que v; + v, € S, deducimos que w; + w; € f(S).

Finalmente, consideremos w € f(S) y a € K: debe existir v € S tal que f(v) = w. Entonces aw = a f(v) = f(av) y dado que
av € S, deducimos que aw € f(S).

La demostracion de la propiedad @ es andloga y la dejamos como ejercicio. |

Ejercicio.

2.2 Demuestre que para cualquier transformacién lineal f: V — W, el nicleo y la imagen son subespacios de V y de
W respectivamente.

Si revisamos las dimensiones del nucleo y la imagen en el ejemplo 2.4, notamos que dim (Nu f) + dim (Im f) = dim (R3).
Generalizamos esta relacion en el teorema que sigue’.

. .

Dada una transformacioén lineal f : V — W definida en un espacio V de dimension finita, se cumple la relacion:

dim(V) = dim (Nu f) + dim (Im f) 2.1

Ejemplo 2.5

Dada la transformacion lineal

(R3 — R?*?, £ (x1, X2, x3) =
f f(x1,x2,x3) 2%, 3x,

X1+X2 X2+ X3 ]

determinaremos su niicleo e imagen.

Ahora bien, reescribiendo la férmula de f tenemos que

0
2 0

0

X1,X2,X3) = X
fx1,x2,x3) = x1 0 0

+ X2 + X3

11a demostracién es un poco trabajosa y hemos decidido omitirla. Sin embargo, puede ser un ejercicio muy instructivo leerla en algiin texto de la
bibliografia como [4]
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}

y siendo estas tres matrices linealmente independientes (compruébelo) podemos afirmar que dim (Im f) = 3. Enton-
ces del teorema de la dimensién 2.3 deducimos que dim(Nu f) = 0 y que por lo tanto

con lo cual deducimos que
1 0
20

1 1
0 3

0 1
0 0

) ’

Imf:gen{

Nu f ={(0,0,0)}

En la seccion 1.5 del capitulo 1 relacionamos cada matriz A € K" y sus espacios fundamentales con el sistema de ecuacio-
nes que se le asocia. Ahora estamos en condiciones de interpretar un sistema de ecuaciones en términos de transformaciones
lineales. Como ya anticipamos al comienzo de este capitulo, el sistema de ecuaciones

Ax=b 2.2)
puede representarse por medio de la transformacién lineal
[ K'= K™ f(x)=Ax (2.3)

con lo cual el sistema (2.2) serd compatible siysélosi beIm f.

El ntcleo de la transformacién f es, por definicion, el espacio nulo de la matriz A:
Nuf={xeK": f(x)=0} ={xeK": Ax=0} =Nul A
y el conjunto imagen de la transformacién coincide con el espacio columna de la matriz A:
Imf={f(x):xeK"} ={Ax: xe K"} =Col A

Con estas equivalencias, el teorema de la dimensién nos permite obtener nuevas conclusiones acerca de los sistemas lineales.
En estas condiciones, la férmula (2.1) queda

n =dim(Nul A) + dim(Col A)

Teniendo en cuenta que dim(Col A) es el rango de la matriz y que #n es la cantidad de incégnitas del sistema, queda demos-
trada la proposicién siguiente.

Dado un sistema de ecuaciones de la forma Ax = b, se verifica la relaciéon

cantidad de incégnitas = dim(Nul A) + rango A (2.4)

® El rango de una matriz es la cantidad de columnas o filas linealmente independientes; como las operaciones
elementales entre filas no lo alteran, rango A es la cantidad de filas no nulas que quedan después de escalonarla. A
su vez, dim(Nul A) es la cantidad de variables libres que tendra la solucién del sistema homogéneo.
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2. 3 Teorema Fundamental de las Transformaciones Lineales

Ya mencionamos al comienzo de este capitulo, mds precisamente en la proposicion 2.1, que las transformaciones lineales
preservan las combinaciones lineales. Teniendo esto en cuenta, se llega sin dificultad a la siguiente proposicion.

Sea f: V — W una transformacién lineal. Entonces los transformados de una base del dominio generan la imagen. Es
decir, dada una base B = {v1, vy, ...,v,;} de V:

Im f=gen{f (v1),f (v2),... f (Wp)}

Demostracion:
En primer lugar, w € Im f & 3v € V/ f(v) = w. Ahora bien, cualquier v € V es combinacién lineal de los elementos de la base
B, luego

welm f o3day,ay,...,apeK/f(a1vy +avp+...+apvy) =w
< 3da, ay,..,aneKliarf () +azf () +..+anf (Vy) =w

s wegen{f (), f(2),... f(wn)}

Ejemplo 2.6
Consideremos la transformacion lineal

X11  X12
X21  X22

f:R:zXz_)[Rs’f(

) = (X11 + X12 + X22, —X22, X22)
y busquemos una base de Im f.

De acuerdo con la proposicién 2.3, alcanza con transformar una base de R?*? para obtener un conjunto generador.
Transformamos entonces la base canénica de R?*?:

f( )=(1,o,0) f([(l) .

De esta forma, la proposicién 2.3 nos permite afirmar que

1

0 0 0 0

)=(0,0,0) f(

)=(1,0,0) f(

Im f =gen{(1,0,0),(1,0,0),(0,0,0), (1,—1,1)}
Para obtener una base de Im f suprimimos los generadores linealmente dependientes:

BImf = {(1,0,0), (]-r _]-, 1)}
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En el caso de una transformacion lineal f: K" — K™ definida mediante f(x) = Ax con A € K"*", los transforma-
dos delos vectores de la base canénica son precisamente las columnas de A, en concordancia con queIm f = Col A.

Consideremos ahora el siguiente problema: buscamos una transformacién lineal f : R? — R? que transforme al cuadrado
rojo en el cuadrado azul, como se indica en la figura 2.1 .

€T
2 L9

€1+€Q

-7 fler) = ex

T

fler +ea) = fler) + flea)

Figura 2.1: Transformacién de R? en R?
Para lograrlo, notemos lo siguiente: dado que f preserva las combinaciones lineales, alcanzara con describir cémo transfor-
ma a los vectores de la base canénica e; y e,. En efecto, cualquier vector de R? es de la forma
X=Xx161t+x26

y dado que f eslineal
f(0) = f(x1e1+xz2e2) = x1 f (e1) + x2.f (e2)
En este caso, una posibilidad es definir
fler)=e1 A fle) =—e2
lo que lleva a la férmula general
Flx1, x2)] = f(x1e1 + x2€2)
=x1f (e1) + x2.f (e2)
=Xx1€1— X282

= (x1,—x2)
Ejercicio.
2.3 Definir una transformacion lineal f : R> — R? que transforme el cuadrado rojo de la figura 2.1 en:
= Un paralelogramo de vértices (0,0), (1,0),(2,1),(1,1).

» Elsegmento de extremos (0,0), (0, 1).

En general, una transformacion lineal f : V — W quedard bien determinada si conocemos como se transforma una base del
espacio V. Esa es la idea que queremos destacar en el siguiente teorema.
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Sean V y W dos espacios vectoriales con B = {vy, 2, ..., U} una base de V. Dados los vectores w,, wy, ..., w, de W (no
necesariamente distintos), entonces existe una tnica transformacion lineal f: V — W que verifica

fw)=w; (i=12,..,n)

La demostracién formal del teorema es bastante técnica, pues implica probar que dicha transformacién existe, que es lineal
y que es Unica. Se pueden consultar los detalles en la bibliografia.

Ejemplo 2.7
Hallar la férmula de la transformacién lineal f : R> — R3 que verifica
f1(1,01=(0,1,00 A f[(1,1]=(0,1,0)

De acuerdo con el teorema, existe y es tnica la transformacion lineal que verifica lo pedido, porque B = {(1,0), (1, 1)}
es una base de R?. En este caso particular, las imédgenes de los vectores de la base se repiten, por lo que podemos
anticipar que dim(Im f) = 1. Para hallar la férmula de f[(x], x2)], tendremos en cuenta que contamos con la infor-
macién de como se transforman los vectores (1,0) y (1,1). Luego, si logramos escribir al vector genérico (x1, x2) como
combinacion lineal de ellos

(x1,%2) = a(1,0) + B(1,1)

para transformarlo sencillamente usamos la linealidad de f:

flxa,x)] = fa,00+ (1, 1]
=afI[(1,0)]+Bf (1, 1]
=a(0,1,0)+ 5(0,1,0)

Vale decir que nos falta conocer a y $, las coordenadas de (x1, x2) con respecto a la base B. Para ello planteamos
(x1,x2) = a(1,0) + 5(1,1)
de donde llegamos al sistema de ecuaciones

a+pf=x
B=x

Entonces = x2 y @ = x; — X2 yllegamos a

f[(xlrxz)] = a(oy 1,0) +ﬁ(0r 1;0)
= (0,x1,0)
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2.4 Clasificacion de las transformaciones lineales

Recordemos que para cualquier funcién f: A — B, se dice que es inyectiva si verifica que
Vx, X €A f(x1)=f(x)=>x1=xX

vale decir que a elementos distintos del dominio corresponden imdgenes distintas. Si ademads dicha funcion es una transfor-
macién lineal, recibe un nombre especial.

Se dice que una transformacioén lineal inyectiva f: V — W es un monomorfismo.

La propiedad siguiente caracteriza a los monomorfismos.

. Teorema2s5

La transformacién lineal f: V — W es un monomorfismo siy sélo si Nu f = {0y}.

Demostracion:

En primer lugar, asumamos que f es un monomorfismo. Sabemos que f (0y) = Oy por ser una transformacion lineal, lue-
go Oy € Nu f. Como hemos supuesto que f es inyectiva, no puede haber otro vector que se transforme en cero. Por ende
Nu f = {0y}

Reciprocamente, supongamos que Nu f = {Oy}. Necesitamos probar que f es inyectiva: de acuerdo con la definicién de
inyectividad, consideramos dos vectores vy, v € V tales que f (v1) = f (v2). Entonces
f) = fw2)= fv) - f(v2) =0w
= f(v1—v2) = 0w

>v—1neNuf
y como asumimos que el nticleo es trivial, se deduce que v; — v, = 0y como queriamos demostrar. d
En general, cualquier funcién f : A — B, se dice suryectiva o sobreyectiva si alcanza todos los elementos del codominio. Es

decir, si verifica que
f(A=B

Si ademads se trata de una transformacion lineal, adquiere un nombre especial.

Se dice que una transformacioén lineal sobreyectiva f: V — W es un epimorfismo.
O sea que f es un epimorfismo siy sélo si
Imf=wW

Por ultimo, cualquier funcién f: A — B, se dice biyectiva si es simultdneamente inyectiva y sobreyectiva.
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Se dice que una transformacioén lineal biyectiva f: V — W es un isomorfismo..

Ejemplo 2.8
Consideremos la transformacién lineal
iR =R, f(x1, %) = (X1 + X2, X1 — X2,2%1)
Calculamos en primer lugar el nticleo:

(x1,x2) €Nu f & f(x1,x2) =(0,0,0)
< (X1 + X2, X1 — X2,2x1) = (0,0,0)

S x1=0Ax2=0

Entonces ya podemos afirmar que es un monomorfismo, puesto que Nu f = {(0,0)}.

Por otra parte, planteando el teorema de la dimension 2.3 tenemos para este caso

dim (R?) = dim(Nu f) + dim(Im f)
—_—— ——
2 0

de donde deducimos que dim(Im f) = 2y por ende Im f # R3, con lo cual f no es un epimorfismo (ni un isomorfismo).

Ejemplo 2.9
Consideremos la transformacién lineal

X111 X12

g:szzﬁRz,g( ):(x11+x12,—x22)

X21  X22

Calculamos en primer lugar el conjunto imagen, reescribiendo la férmula de g:
g (

y deducimos que dim (Im g) = 2, con lo cual Im g = R? y g es un epimorfismo.
Dejamos como ejercicio demostrar que g no es un monomorfismo.

X111 X12
X21  X22

) = x11(1,0) + x12(1,0) + x22(0,-1)

con lo cual
Img = gen{(ly 0)» (]-y 0)’ (Ov _1)}

Ejemplo 2.10

Consideremos la transformacion lineal
h:R*— 2, h(a,b)=2a-bt
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Tal vez sea conveniente aclarar esta definicién antes de seguir. Para ello, consideramos la imagen de (2, —3):
h2,-3)=2-2—(-3)t=4+3t
Ahora si, decidamos si & es monomorfismo. Para ello planteamos

(a,b)eNuh & h(a,b) =0g,
©2a-bt=0g,

©a=0Ab=0

con lo cual Nu f = {04, } y se trata de un monomorfismo.
Por otra parte, al plantear el teorema de la dimensién 2.3 llegamos a

dim (R?) = dim(Nu f) + dim(Im f)
—_— ———
2 0

de donde deducimos que dim(Im f) = 2 y por ende Im f = 2. En este caso, h es un epimorfismo y un isomorfismo.

Ejercicio.
2.4 Considere una transformacion lineal f: V — W entre espacios de dimension finita.
= ;Es posible que sea un isomorfismo si dim(V) # dim(W)?

= ;Es posible que sea un monomorfismo si dim(V) > dim(W)?

La propiedad siguiente es una consecuencia directa del teorema de la dimensi6én 2.3 y dejamos su demostracién como ejer-
cicio.

Sea f: V — W una transformacioén lineal entre espacios de igual dimensién n. Entonces f es monomorfismo siy s6lo
si f es epimorfismo siy sélo si f es isomorfismo.

Para terminar esta seccién, profundizaremos en la relacién que existe entre los vectores de un espacio y sus coordenadas con
respecto a una base.

Sea entonces B = {vy; 12;...v,} una base ordenada de un espacio vectorial V con escalares K. Consideremos la aplicacién que
a cada vector del espacio le asigna sus coordenadas con respecto a la base B:

cg:V—-K" cpgv)=[vlp

Ya hemos demostrado en el teorema 1.12 que las coordenadas son lineales con respecto a la suma de vectores y la multipli-
cacion por escalares. Por lo tanto cp es una transformacion lineal.

Estamos en condiciones de demostrar que ademads se trata de un isomorfismo. Veamos en primer lugar cudl es su nicleo:
veNucg < cg(v) =(0,0,...,0)
< v=0v1+0v2+...+0v,

<v=0
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Luego el ntcleo de cp es trivial y se trata de un monomorfismo. Al aplicar el teorema de la dimensién 2.3 obtenemos
n =dim(V) = dim(Imcg), con lo cual Im ¢z = K" y se trata de un epimorfismo. Agrupamos estas observaciones en un teore-
ma.

. Teorema2.6

Dada una base ordenada B = {v;; v;...; v;} de un espacio vectorial V con escalares K, la aplicacion que a cada vector
del espacio le asigna sus coordenadas con respecto a la base B

cg:V—-K"cpgv)=[vlp

es un isomorfismo, llamado isomorfismo de coordenadas.

Queda establecida entonces una correspondencia lineal y biyectiva entre los vectores de un espacio y sus coordenadas con
respecto a cierta base. La profunda identidad estructural que hay entre el espacio original y el espacio de coordenadas se
hace evidente en resultados como el teorema 1.13, segtin el cual un conjunto de vectores es linealmente independiente si y
sdlo si sus coordenadas lo son.

2. 5 Transformacion Inversa

Al final de la seccién anterior dejamos establecida una correspondencia uno a uno entre los vectores de un espacio vectorial y
sus coordenadas con respecto a cierta base ordenada. Por tratarse de una biyeccién debe ser posible hacer el camino inverso,
es decir: dadas las coordenadas del vector, recuperar el vector original. Manteniendo la notacién establecida en el teorema
2.6, la funcién buscada es

-1.pn -1 _
(cg) K" =V, (cg) " (a1,d2,...,ap) =1V +A2V2 +...+AnVy

En la figura 2.2 se aprecia la relacién uno a uno entre los vectores y sus coordenadas.

V K'H

Figura 2.2: Isomorfismo de coordenadas y su inversa

Sefialamos en primer lugar que la composicién? de cp y (cg)~! resulta la transformacién identidad en el espacio adecuado:

(c) tocg=1Iv A cgolcp)™" =Ixn

2Recordemos que la composicién go f de dos funciones f: A— By g: C — D es posible siempre que B < C'y se define como (go f)(x) = g [ f(x)].
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Por lo tanto (cp) ™! es la funcién inversa® del isomorfismo de coordenadas cp. Otra observacién importante, cuya demostra-
cién dejamos como ejercicio, es que la inversa (cg)~! es una transformacion lineal.

Los comentarios anteriores se generalizan en el teorema siguiente.

. Teorema2.7

Sea f : V — W un isomorfismo. Entonces la funcién inversa f~! : W — V existe y es también un isomorfismo.

Se verifica entonces que flof=1Iyy fo f™ ! =TIy.

Demostracion:

Por ser f una funcién biyectiva, sabemos que existe la funcién inversa f~! : W — V y es biyectiva. Falta probar su linealidad.
Sean entonces w;, w» € W: por ser f biyectiva existen y son tnicos los vy, v, € V tales que f(v;) = wy y f(v2) = w». Luego,
usando la linealidad de f:

f_l(w1+wz)=f_1(f(111)+f(1/2)) =f_1(f(V1+U2)) =(f_1°f)(v1+vz)
y como la composicién f~!o f eslaidentidad en V resulta
i +w) =TIy (i +v) =vi+v2 = (w) + 7 (wo)

Esto prueba la linealidad de f~! con respecto a la suma. La linealidad con respecto al producto por escalares es similar y se
deja como ejercicio. O

Ejemplo 2.11

Sea la transformacién lineal
f:R2 -2, f(a,b)=(a-b)+2at (2.5)

Dejamos como ejercicio comprobar que se trata de un isomorfismo y que por ende existe la inversa.
Una forma de buscar la transformacién inversa es estudiando cémo se transforma una base de R?:
flen)=1+2t A f(e))=-1
Por lo tanto la transformacién inversa f~! : 2, — R? debe verificar
fla+2n=e A fli-D=e

Dado que {1+2¢,—1} es una base de 2?; y ya sabemos cémo se transforma, el teorema fundamental de las transfor-
maciones lineales 2.4 garantiza que f~! ya quedé bien definida.

Para hallar una expresién explicita de f~! escribimos un polinomio genérico a+ bt € 22, como combinacién lineal de
los elementos de la base:

a+bt= 1—9(1+2t)+(é—a) (-1
T2 2

3Recordemos que la funcién f : A— B admite inversa si y s6lo si existe cierta funcién f™1: B— Atalque f Lo f =1,y fo f~! = I. La funcién inversa
existe siy solo sila funcion es biyectiva.
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y ahora usando la linealidad de f~!

fHa+bt) = gf_l(l +20) + (g —a) -y

_b€+ b—a)e
21 2
2

= —,——a
22

Para comprobar la férmula obtenida realizamos la composicién

(fef)ab=f"[f(ab)]
=f(a-b)+2ar

por lo que resulta efectivamente (f 1o f) = I

2. 6 Matriz asociada a una transformacion lineal

Al comienzo de este capitulo sefialamos que cualquier funcién f(x) = Ax con A € K™*" define una transformacidn lineal de
K" — K. Mads atin, vimos en el ejemplo 2.1 cémo una transformacién lineal de K" — K" se podia representar en la forma
Ax. A esta matriz se la denomina matriz de la transformacién lineal.

En esta seccién veremos como cualquier transformacion lineal entre espacios de dimension finita se puede representar me-
diante la multiplicacién por una matriz. Evidentemente, si tenemos una transformacién linealde V. — W con V'y W espacios
arbitrarios, es posible que la multiplicacién por matrices no esté definida. Por eso consideraremos los espacios de coorde-
nadas asociadosa Vy W.

Para ilustrar estas ideas, retomamos el tltimo ejemplo de la seccién anterior.
Ejemplo 2.12

Consideremos entonces la transformacién lineal definida en (2.5). Una vez mas, la clave estd en saber como se trans-
forma una base. Por eso hacemos el siguiente manejo

fx1,x2) = f(x1e1 +x280) = x1 f (e1) + x2.f (e2)

La expresion anterior es una combinacién lineal de f (e1) y f (e2), sus coeficientes son x; y x,. Ahora bien, f (e;) y
f (e2) son polinomios. Para transformar esta expresién en una combinacién lineal de las columnas de una matriz,
tomamos coordenadas con respecto a la base candnica de polinomios E = {1; t}:

[f (x1,x2)] = [f(x1e1+ x2e2) | = x1 [f(e)] g + %2 [f (e2)] (2.6)

Y ahora si estamos en condiciones de expresar esto como combinacién lineal de las columnas de una matriz, puesto
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que
1 -1
[Fenle=] , | » [fele=|
Entonces la expresion (2.6) queda
_ -1 X1
[f (x1,x2) | p = 0 X

La matriz es la matriz asociada a la transformacion lineal f (con respecto a las bases canénicas).

Para conocer el transformado del vector (-2, 3), sencillamente hacemos la cuenta indicada:

-1
2 0

-2
3

-5

[f(_2’3)]E: _4

Donde el resultado se obtiene en coordenadas con respecto a la base E. El polinomio se recupera haciendo la combi-
nacioén lineal que indican las coordenadas:

f(=2,3)=(-5)-1+(-4)- (1) =-5-4¢

55

Destacamos del ejemplo anterior que una transformacién lineal se puede representar con una matriz cuyas columnas son
los transformados de los vectores de la base del dominio, en coordenadas con respecto a la base del codominio. La siguiente

proposicién generaliza lo que hemos sefialado en el ejemplo. *
Sea f: V — W una transformacién lineal y sean
!
B={vi;v25..50nd A B ={wi; wa;...; wn}

bases ordenadas de V' y W respectivamente. La matriz asociada a f con respecto a las bases B y B' se denota | f| g’ Y
tiene por columnas las coordenadas con respecto a la base B’ de los transformados de los vectores de la base B:

[f]BB':[ [f(Vl)]B/ [f(VZ)]B' [f(Vn)]B/ ]

La matriz asociada a f verifica

[f]BB’ [x]B = [f(x)]Bl

Convencién

En el caso de que sea f: V — V y se considere una sola base B, adoptaremos la notacién [ f]  barala matriz asociada.

4La demostracién formal no es dificil, aunque tiene una notacién un poco exigente. Los lectores podran buscarla en la bibliografia para repasar estos

conceptos.
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Ejemplo 2.13
Consideremos la transformacion lineal
[iR? =R, f(x1, %) = (X1 +2Xp, X1 — X2, X2) 2.7)

y las bases ordenadas
B={(0,1);(1,1)} A B'={(1,0,0);(1,1,0);(0,1,1)}

Para construir la matriz asociada a f con respecto a estas bases, transformamos los vectores de la base B y los expre-
samos en coordenadas con respecto a la base B':

4
f(O,l)=(2,—1,1)=4(1,0,0)+(—2)(1,1,0)+1(0,1,1)3[f(O,l)]Br= -2
1
4
f(l,l)=(3,0,1)=4(1,0,0)+(—1)(1,1,0)+1(0,1,1)=>[f(O,l)]B,= -1
1
con lo cual
4 4
[f]BBl: -2 -1
1 1

Para calcular f[(3,5)], necesitamos expresar al vector en coordenadas con respecto a la base B:

(3,5 =2(0,1) +3(1,1)

luego
[((3,9)]p = 3
y por lo tanto
4 4 9 20
Fealy=| 2 -1 || 5 |=] -7
1 1 5

Para recuperar f(3,5), debemos tener en cuenta que obtuvimos coordenadas con respecto a la base B, luego
f13,5)]1=20(1,0,0)+ (-7)(1,1,0) +5(0,1,1) = (13,-2,5)

Dejamos como ejercicio comprobar que si se eligen las base candnicas E, y E3 la matriz asociada es

1 2
[f]EgEg = 1 -1
0 1

que es precisamente la matriz de la transformacién que puede deducirse de la férmula (2.7).

A continuacién daremos una interpretacién del rango de la matriz asociada a una transformacioén lineal. El rango de una
matriz es el nimero de columnas linealmente independientes que tiene: en nuestro caso dichas columnas representan (en
coordenadas) a los transformados de los vectores de la base, que son generadores de la imagen. Resumimos este argumento
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en la propiedad siguiente.

Sea f: V — W una transformacion lineal entre espacios de dimension finita. Sea [ f] pp 1a matriz asociada con res-
pecto a ciertas bases. Entonces

rango ([ f] zp/) = dim (Im f)

(nétese que el rango no depende de las bases elegidas).

Senialemos que en el ejemplo 2.13, las dos matrices asociadas son de rango 2, por lo que la dimensién de la imagen es 2 y el
teorema de la dimensién nos permite afirmar que el nicleo es trivial.

2.7 Composicién de transformaciones lineales

Para presentar las ideas de esta seccién retomamos (juna vez mas!) el ejemplo presentado en 2.11 y continuado en 2.12.

Ejemplo 2.14

Buscaremos la matriz asociada a f 1.9, - R? con respecto a las bases canénicas de 22, (E = {1,1}) y de R? (E,).
Para ello deducimos, del trabajo hecho en ejemplo 2.11, que los transformados de los vectores de la base canénica de
polinomios son (verifiquelo)

1
Fl)=-ex A f_l(t)=§(e1+ez)

con lo cual
1/2
-1 _ -1 —
[f (1)]E2 - -1 A [f (t)]Eg - 1/2
y entonces la matriz asociada es
0 1/2
_1 _
e = | 1/2

Dado que las coordenadas de un polinomio a + bt con respecto a la base canénica son [a b]’, la matriz nos permite
obtener facilmente la expresion de f~!:

[/ a+bD) 5 =[f"] g, la+bilg

B 0 1/2 a
Tl -1 172 b
| b2

| —a+b/2

como ya conociamos del ejemplo 2.11.

Ahora que ya conocemos las matrices [f7!] EE, Y [f] £, €stamos en condiciones de dar una interpretacion de su
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producto:
o | o a2 1 -1 10 |_
[ ) gg, [flge= 1 1/2 2 0 0 1 =1
e |11 0 1/2 1 0|
[f]EzE [f ]EEz_ 2 0 -1 1/2 01 =1

;Por qué las matrices asociadas son inversas? Pensemos qué sucede al multiplicar un vector x € R por [f] EEY luego
por [f~!] p,: el producto de las matrices [f '] ;5 ¥ [f],; dala matriz identidad porque esa es la matriz asociada a
la composicion f~lo f = Ip..

Las observaciones hechas en este ejemplo pueden extenderse al caso general sin mayores cambios. Queda como ejercicio
demostrar las proposiciones que siguen.

Sean
f:U—-V g: VoW

dos transformaciones lineales entre espacios de dimension finita. Entonces

@ La composicion de las transformaciones lineales fy g es una transformacion lineal
(gof):U—W,(goHw) =g[fw)]

© Dadas By, By, B3 bases de U, V, W respectivamente, la matriz asociada a la composicién se obtiene haciendo el
producto de matrices

[gof]BlBg = [g]Bng : [f]Ble

La figura 2.3 ilustra la composicién de las transformaciones lineales y las respectivas transformaciones de coordenadas.

U V W

/] BB, 9] BoBy
[u]m % [f(u)]gg H [(g © f) (u)}m

Figura 2.3: Composicién de transformaciones lineales
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Sea f: V — W un isomorfismo entre espacios de dimension finita. Sean B, B bases de V y W respectivamente y sea
f': W — V la transformacion inversa. Entonces las matrices asociadas [ f] 35 v [f '] g5 son inversas. Es decir

[fil]B’B:([f]BB/)_l

La figura 2.4 ilustra la composicién de las transformaciones inversas y las respectivas transformaciones de coordenadas.

V f W
=
Ao
[U]U < 4 [f(u)hf’
EaP

Figura 2.4: Composicién de transformaciones inversas

Ejemplo 2.15
Sea f una transformacién lineal definida mediante
[iRY =R, f (x1,Xp,%3) = (X1 + Xp, X1 — X3, X3)

buscaremos (si es que existe) una férmula para .

La matriz asociada con respecto a la base canénica de R® es

0
-1
1

(=Rl

1
Az[f]E: 1
0

Como esta matriz es inversible, podemos asegurar que f es un isomorfismo (;por qué?). De acuerdo con la proposi-
cién 2.8, la inversa de la matriz A serd la matriz asociada a f~! con respecto a la base canénica:

0 1 1
A= (1) = = 1 -
0 0 1

Luego la férmula para f~! se obtiene multiplicando un vector genérico (en coordenadas) por [f -1 | g

0 1 1 X1 X2 + X3
f_li[Rs—’[RS,f_l ([x1 X2 x?,]t): 1 -1 -1 X2 = X1 — X2 — X3
0 0 1 X3 X3
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Alaluz de lo expuesto en la proposicién 2.7, podemos ampliar lo estudiado en el teorema 1.14 acerca de la ma-
triz de cambio de una base B a otra C. Ahora podemos interpretar que es la matriz asociada a la transformacién
identidad, aunque con respecto a las bases B y C. Es decir

Cgc =Ulpc

Terminamos esta seccién con un ejemplo en que se estudia cudl es la relacién entre dos matrices asociadas a una misma
transformacién lineal, pero con respecto a bases diferentes. Este ejemplo es importante, porque nos acerca al problema de
cudl es la representaciéon matricial mas adecuada: es decir, cudles bases son mds convenientes.

e

=
W
=
=

C BE CEb‘

=
N
==
=

/s

Figura 2.5: Cambio de representacién matricial

Ejemplo 2.16
Sea f :R? — R? una transformacion lineal cuya matriz asociada con respecto a la base canénica es

1 3

[f]E: 2 9

y buscamos [ f] 5, siendo
B={(1,1),3,-2)}

Para ello, consideramos el esquema de la figura 2.5 donde se sugiere que realizar la transformacién en coordenadas
con respecto a la base B es equivalente a cambiar a coordenadas canénicas, transformar y volver a cambiar a coor-
denadas en base B. Teniendo en cuenta el orden en que la multiplicacién de matrices representa la composicion,
es

[flg=Cer|f]|zCBE (2.8)

De las dos matrices de cambio, la mads facil de construir es la que cambia de base B a canénica:

1 3

Cpp =
BE 1 -2

de donde obtenemos

Q| =

Cgp = (Cpp)~' =




Transformaciones lineales

Al realizar el célculo planteado en (2.8) llegamos al resultado

4 0

Uls=14 4

Notablemente, la matriz asociada a f con respecto a la base B es diagonal y puede simplificar muchos célculos elegir
esta base en lugar de la canénica.
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3. 1 Introduccion

Al comienzo de estas notas se definio el concepto de espacio vectorial basdndose en algunas propiedades fundamentales que
verifican los vectores ya conocidos de R? y R®. Siguiendo en esta linea de argumentacién, sefialaremos algunas propiedades
que tiene el producto escalar para los vectores del plano. Esto nos permitird introducir una nocién de producto interno en
espacios vectoriales generales, a partir de la cual surgirdn los conceptos geométricos de longitud, distancia, dngulo...

En el espacio vectorial R? el producto interno (o escalar) se define para dos vectores cualesquiera mediante la férmula

(x1,x2) - (y1,¥2) = x1y1 + X292 3.1)

T2
lul| = V32 +22 = Vu-u
7 I S . ‘
u

Figura 3.1: Longitud de vectores en R?

En la interpretacién geométrica usual de los vectores de R?> como segmentos orientados (“flechas”), el teorema de Pitdgoras
adquiere una expresion sencilla en términos de las componentes de cada vector u = (x1, x2) y su norma (o longitud) [l u|:

— /42142
lull =/ x] + x5

La norma de los vectores puede también escribirse usando el producto escalar

lul=vu-u (3.2)
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T2

U—

Figura 3.2: Teorema del coseno en R?

Es conocido en la geometria plana el teorema del coseno !, que cuando se aplica a dos vectores y al tridngulo que determinan
adquiere la expresién

lu—vl® = llul?+vI?=2ul vl cose (3.3)

Podemos despejar una férmula que permite calcular el coseno del dngulo que forman dos vectores (no nulos) y a partir
de esto obtener el angulo. Para ello, destacamos tres propiedades que tiene el producto escalar de R?, cuya comprobacién
dejamos como ejercicio. Dados los vectores u, v, w € R? y dado k € R, se cumple que

u-(v+w)=u-v+u-w
Uu-v=v-u

(ku)-v=k(u-v)

Considerando la relacién (3.2), desarrollamos la expresién de la norma y aplicamos las propiedades precedentes:

lu-vl*=(u-"0v)-(u-"v)

u-u+u-(-v)+=v)-u+t(=v)-(-v)

||u||2—u-v—v'u+ v-v

2 2
=lul-u-v—u-v+|vl

Al reemplazar en la férmula (3.3) y cancelar, se obtiene una expresion para el coseno del dngulo

u-v

cos¢g 3.4

llzell vl

La definicién que sigue nos permitird extender las nociones de norma y dngulo a espacios mucho més generales. Para ello,
consideraremos como producto interno a una operacién entre vectores que verifique propiedades como las ya sefialadas en
el producto de R?.

1En todo triangulo el cuadrado de la longitud de un lado es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados, menos el doble del
producto de dichas longitudes multiplicado por el coseno del dngulo que forman.



Producto Interno 65

Definicién 3.1

Un producto interno en un espacio vectorial real V es una funcién que a cada par de vectores u, v € V le asigna un
numero real (1, v), de modo tal que se verifican las siguientes condiciones para cualesquiera u, v, we Vy ke R:

QO (wv+w) =+ U w)

Q (ku,v)=k(u,v)

QO wn=wuw

O wWw=0A (L,u)=0ou=0

Ejemplo 3.1 producto interno canénico de R”

El producto escalar definido en R?> mediante (3.1) se extiende naturalmente al espacio R". El producto interno cané-
nico enR" de dos vectores arbitrarios u = (x1, ..., X) Y U = (J1,.., Yn) €8

n
(U, V) = X1 Y1 + e+ XY = ) Xi Vi
i=1
La comprobacién de las condiciones exigidas en la definicién 3.1 de producto interno es inmediata, y la dejamos
€omo ejercicio.

Teniendo en cuenta la identificacién que hacemos entre las n-uplas de R” y los vectores columna de R”*!, el producto
interno candénico puede escribirse como el producto entre una matriz fila y una matriz columna:

(w,v)=u'v (3.5)

(donde el resultado es una matriz de tamafio 1 x 1 que identificamos con un escalar). Haremos amplio uso de esta
notacion a lo largo del texto.

Laférmula (3.5) se ha definido para matrices columna y resume el procedimiento de multiplicar las componentes respectivas
y sumar todo. En el ejemplo que sigue lo extendemos a matrices de 2 x 2.

Ejemplo 3.2
En el espacio de matrices cuadradas R?*? definimos un producto interno considerando para A = [a; il vy B=[bij]

(A,B) = an1bi1 + az1boy + a1obio + agobop = Y aijbij
1=i,j<2

La comprobacién de que esta férmula define un producto interno es inmediata y la dejamos como ejercicio.
Una forma de reescribir este producto consiste en inspeccionar el producto

b1 bz
by b

a1 az ayn b1y +aziboy  anbiz + az b

A'B=
aizbi1 + axpbo1  a1abiz + axpboy

ay  a

Notamos que en la diagonal se encuentran los productos entre los elementos respectivos de Ay B. Entonces s6lo falta
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sumarlos para escribir el producto interno. Para ello calculamos la traza: ¢

tr(A’B) = an1 b1 + a1 b1 + ar2biz + azoba,

“Recordemos que la traza de una matriz cuadrada se define como la suma de los elementos de su diagonal principal. La denotaremos tr.

Ejercicio.

3.1 En el espacio de matrices R"™*" se define
(A,B)=tr(A'B)

Demuestre que es un producto interno.

Ejemplo 3.3

En el espacio €6 ([a, b]) de las funciones continuas en un intervalo, podemos proponer un producto interno obrando
por analogia con el producto canénico de R". Para dos funciones cualesquiera f, g € € ([a, b]) definimos entonces:

b
(f.g)= f fngmadt (3.6)
a

En primer lugar, sefialamos que este producto estd bien definido, en el sentido de que siempre puede puede calcularse
para dos elementos cualesquiera de 6 ([a, b]). En efecto, por ser un espacio de funciones continuas, el producto sera
una funcién continua y siempre puede calcularse su integral definida en un intervalo cerrado y acotado. Falta ver que
se cumplen las condiciones de la definicién 3.1. Las condiciones @, @ y @ son una consecuencia inmediata de las
propiedades de la integral y dejamos su comprobacion formal como ejercicio. La condicion @ exige probar que para
cualquier funcién continua f

fb[f(t)]zdtzo A fb[f(t)]zdt:0©f:()

(donde f = 0 debe interpretarse como que f es la funcién nula). Sefialemos en primer lugar que para cualquier fun-
cion fes [f (t)]2 > 0 y entonces la primera desigualdad es inmediata. Por otra parte, si una funcién continua y no
negativa tiene su integral nula a lo largo de un intervalo [a, b], es un resultado conocido del anélisis que dicha funcién
debe ser la funcién nula. El argumento para demostrar esto consiste en considerar una funcién g continua y no nega-
tiva en el intervalo: si fuera g(¢) > 0 para cierto ¢ del intervalo, entonces habria un entorno de dicho punto en que la
funcién es positiva (;por qué?) y por ende la integral no seria nula.

La férmula (3.2) vincula, en R?, ala norma de los vectores con el producto interno interno canénico. Usaremos esta relacién
para extender la nocién de norma.

Dado un espacio vectorial V con producto interno, para cada vector u € V definimos su norma como

lull =/ (u, u) 3.7

Como esta norma depende del producto interno que se haya definido, es usual nombrarla como norma inducida por
el producto interno.
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Ejercicio.
3.2

= Considerando el espacio de funciones continuas % ([0,1]) y el producto interno definido por la férmula (3.6),
calcule (f,8)y | g| siendo f(1) =1y g(r) =t.

= Repita los célculos en el espacio € ([-1,1]).

Con la definiciéon de producto interno que hemos adoptado, es posible definir distintos productos internos en un mismo
espacio vectorial, que inducirdn normas diferentes. Ilustramos esta afirmacién exhibiendo un producto interno en R?> que
no es el candnico.

Ejemplo 3.4
Para dos vectores cualesquiera de RZ, u = (x1,x2) y v = (1, y2) definimos el producto interno mediante
(u,v) =2x11+xX1Y2+ X2 Y1+ X2 )2 (3.8)

Para demostrar que esta férmula define un producto interno, sera de utilidad considerar a los vectores de R?> como
columnas y reescribir la definicién como un producto de matrices:

2 1
1 1

N

(u,v):[ X1 X2 ] s

(jcomprobarlo!) Denominando a la matriz de 2 x 2 que aparece como A4, la funcién definida puede expresarse como
(u,v) = u'Av

Con esta tltima expresion y usando propiedades del producto de matrices, las condiciones @, @ y @ se demuestran
con facilidad. En efecto

(w,v+w)=utA(v+w) = u'(Av+ Aw) = u' Av + u* Aw = (u, v) + (u, w)
(ku,v) = (kw)' Av = k (u' Av) = k(u, v)

(w,v)=u' Av=(u'Av) = v' Alu=v' Au= (v, u)

En el ultimo renglon, se us6 que u’ Av es un escalar y que por ende es igual a su transpuesto, junto con la propiedad
de la transposicién (AB)’ = B! A’ y el hecho de que A es en este caso una matriz simétrica.
Para comprobar la condiciéon @), aplicamos la formula (3.8) a (1, 1) y completamos cuadrados:

(u,u) = fo +2X1X2 +x§
— 2142 2
=Xx]+X]+2Xx1X + X5

= xf +(x1 + xg)2
La ultima expresién es una suma de cuadrados, de donde deducimos que para todo ues (1, u) =0y
(u,u) =0 x1=0Ax1+x2=00x1=x=0cu=0

como queriamos.

Evidentemente, al cambiar la definicién de producto interno en un espacio vectorial, cambiardn las nociones geomé-
tricas definidas a partir del producto interno. Si consideramos por ejemplo al vector de la figura 3.1, la norma inducida
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por el producto interno canénico es v'32 + 22 = v/13. En cambio para el producto definido por (3.8) la nueva norma
resulta, segtin la definicion dada en (3.7),

13,2)l=V2-32+2-3.2+22=1/34

En lo que sigue introduciremos una definicién de producto interno para C espacios vectoriales. A primera vista, parece
que alcanzaria con copiar la definicién dada en 3.1 para R espacios. Sin embargo, aceptar las condiciones de esa definicién
produciria contradicciones al permitir escalares complejos. Consideremos por ejemplo un vector no nulo u € V de un C
espacio. Entonces (u, u) > 0. Ahora bien, consideremos el producto (iu, iu), que deberia ser positivo de acuerdo con @. Sin
embargo, al aplicar @ y @ resulta

(fu,iu)=i(u,iu)=i(iu,u)=ii(u,u) = (-1)(u,u) <0

Dejamos como ejercicio para el lector comprobar que la definicién siguiente evita el problema expuesto.

Definicién 3.3

Un producto interno en un espacio vectorial complejo V es una funcién que a cada par de vectores u, v € V le asigna
un namero complejo (i, v) de modo tal que se verifican las siguientes condiciones para cualesquiera u,v,w € V'y
zeC:

QO (wv+w) =) +uw
Q (zu,v)=z(u,v)
O (wv)=wuw

O wuw=0nA (L,u=0u=0

® Esta udltima definicién abarca a la anterior como un caso particular. Podria enunciarse para un K espacio vectorial
y sefialar que en el caso de los R espacios la conjugacién no altera los escalares. Muchos de los enunciados que
siguen se enunciardn para “un espacio vectorial con producto interno”, dado que son validos tanto si se trata de
un R espacio como de un C espacio.

La férmula (3.7) con que se defini6 la norma inducida por el producto interno se aplica de idéntica manera a los C espacios.
La condicion @ garantiza que (u, u) es un nimero real no negativo, para el que estéd bien definida v/(u, u).

Existen muchos autores que definen la condicién @ de una forma alternativa. El lector que los consulte debera
hacer las adaptaciones del caso.
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Ejemplo 3.5 producto interno canénico de C"

La definicion del producto interno canénico en C" de dos vectores arbitrarios u = (z1, ..., 2,) y v = (w1, ..., Wy) €s
n
(U, V) =ZTW1 + .o+ ZaWn = ) Zj Wi (3.9)
i=1

nx1

Considerando matrices columna de C"***, el producto interno canénico puede escribirse como

(u,v) = ulv (3.10)

H

donde ¥ indica la transposicién del vector columna y la conjugacién de cada elemento, es decir u!’ = u!. Esta tltima

expresion permite demostrar con sencillez las condiciones del producto interno:

(u,v+w)=utv+w)=uv+u'w=(u,v)+(u, w)

(zu,v) = (zw)iv=Zulv =Z(u,v)

PR t p——
(u,v)zu[vz(utv) =viu=viu=(,u

(u,u) =u'u

N

<n
n n 9
=) Zizi=) |zi°=0
i=1 i=1
y por tratarse de una suma de cuadrados de médulos, serd nula si y sélo si todas las z; 1o son.

De la tltima expresién se deduce que la norma, definida por la férmula (3.7), se calcula mediante

n
lul =1/ Y 12l
i=1

Ejercicio.
3.3 En el espacio vectorial C? con el producto interno canénico definido en (3.9) y (3.10) considere los vectores

=21
1-3i

1+1i
-2

u=

y calcule (u, v), llull, vl

La notacién ¥ para referirse al transpuesto y conjugado de un vector columna puede extenderse a matrices de tamano arbi-
trario.
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Dada una matriz A € C"™*", denotamos como A" ala matriz transpuesta y conjugada A®.Es decir, si A= [a; j] eCmxn
entonces A = [aj;] e C ™.

A continuacién, presentamos algunas propiedades que se desprenden de la definicién de producto interno. Las enunciamos
y demostramos para un K espacio vectorial con producto interno. (En el caso de que sea K = R, la conjugacién no altera los
escalares).

. Teorema3.l

Sea V un espacio vectorial con producto interno. Entonces para cualesquiera u, v, w € V'y a € K se verifican
O (u+vw) =(uw)+(v,w)
Q wav)=a(v)

O (1,0)=(0,u)=0

Demostracion:
Probamos @:

(u+v,w) =(w,u+v)=(w,u+w,v)=(wu+w,v) =(uw)+,w)

Destacamos que en @ el escalar de la segunda componente no se conjuga:

(u,av) =(av,u) =a(v,u) = a(v,u) = a(u,v)

Dejamos como ejercicio la demostracion de @. (Sugerencia: escribir al vector nulo como 0v 6 v — v). d

Ejercicio.

3.4 Demuestre que en un espacio vectorial V con producto interno la norma inducida verifica la llamada identidad
del paralelogramo:
lu+ vl +llu— vl =21ul® + 2] v

para cualesquiera u, v € V. Interprete geométricamente en R?.

La norma inducida por el producto interno verifica las propiedades que mencionamos en el siguiente teorema. Su demos-
tracion es inmediata a partir de la definicién de norma y dejamos los detalles como ejercicio. La segunda propiedad se
corresponde, en R?, con la interpretacién usual del producto de un escalar por un vector “flecha”.

. Teorema3.2

Sea V un espacio vectorial con producto interno y norma inducida || «||. Entonces para cualesquiera u€ Vy a e K se
verifican

QD lul=z0A lul=0eu=0

Q laul =lal lul
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El teorema siguiente establece una importante desigualdad que nos permitira desarrollar el concepto de dngulo entre vecto-
res. Remitimos a los lectores interesados en la demostracion a la bibliografia.

Sea V un espacio vectorial con producto interno y norma inducida ||« ||. Entonces para cualesquiera u, v € V se cumple

que
[(w, )| < llull vl

Mads atn, la igualdad se realiza si y s6lo si # y v son linealmente dependientes.

Laférmula (3.4) tiene validez para vectores en el plano. Ahora la usaremos para extender el concepto de 4ngulo entre vectores
en R espacios arbitrarios. Para ello, notemos que la desigualdad de Cauchy-Schwarz 3.3 garantiza, para dos vectores no nulos
de unR espacio vectorial, que

(u,v)
ol vl
Vale decir que el cociente % tiene el mismo rango de valores que la funcién coseno, lo cual permite la siguiente defini-

cién.

Sea V un R espacio vectorial con producto interno y norma inducida ||«||. Entonces para cualesquiera u, v € V no
nulos el dngulo que forman se define como el tinico ¢ € [0, 7] que verifica

(u,v)

0sp=—-—"—
llzell Nvll

Ejemplo 3.6

Consideramos en R? los vectores 1 = (1,0) yv=(1,1).

Si el producto interno es el canénico, el &ngulo que forman u y v se deduce de

1 T
cosp=—==>¢p=—

NG 4

Si en cambio consideramos el producto interno del ejemplo 3.1, definido por la férmula (3.8), obtenemos (compro-
barlo)

: (7
COsSp = —— = p =arccos| —

v2V5 V10

Convencion

De aqui en maés, siempre que se mencionen R” y C" como espacios con producto interno, se entendera que es el
producto interno canénico como se lo defini6 en 3.1 y 3.5 respectivamente, a menos que se indique explicitamente
otra cosa.

A continuacién presentamos una desigualdad con una interpretacién geométrica inmediata para el caso de vectores de R.
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Sea V un espacio vectorial con producto interno y norma inducida |« ||. Entonces para cualesquiera u, v € V se verifi-
can
lu+vl<lul+lvl

Demostracion:
Desarrollamos la definicién de norma:

lu+vl? = (u+uv,u+v) = w+ wv)+ v uw + @)
Teniendo en cuenta que (v, u) = (i, v) y que para cualquier niimero complejo z es z+z = 2Re z, 1a expresion anterior queda:
lu+ vl = llul® + v + 2Re (u, v)

Por otra parte, para cualquier niimero complejo z es (Re 2)% < (Rez)? + (Imz)% = |z|%. Por lo tanto Re z < |Re z| < |z|. Con esto
podemos escribir
lu+ vl < ul®+1vl? + 2w )|

Aplicando ahora la desigualdad de Cauchy Schwarz 3.3 obtenemos
e+ vl < ul® + 1l + 2] ull vl = (ul + v

de donde se deduce inmediatamente la desigualdad buscada. d

En la geometria del plano R?, para calcular la distancia entre dos puntos medimos el vector que ellos determinan. En la figura
3.2, la distancia entre dos vectores u 'y v es ||u — v|. Generalizamos esta idea:

Definicién 3.6

Sea V un espacio vectorial con norma || «||. Entonces para cualesquiera u, v € V definimos la distancia entre ellos como

d(u,v) =llu—-vl

Ejercicio.

3.5 Demuestre que la distancia verifica las siguientes propiedades para cualesquiera u, v, w € V. Interprete geométri-
camente en R?.

s diy,v)=0 Adu,v)=00u=v
» d(u,v)=d(v,u)

» d(y,v) =d(u, w)+d(w, v)

De la definicién de éngulo dada en 3.5 se desprende que si el angulo que forman dos vectores es de 7, necesariamente su
producto interno serd nulo, por eso la definicién que sigue.
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Sea V un espacio vectorial con producto interno.

= Dos vectores u, v € V se dicen ortogonales si (u, v) = 0. Notaciéon: u L v.

= Dado un conjunto S c V, la notacién u L S indica que u es ortogonal a cada elemento de S. Vale decir

ulS o VseS:(u,s)=0

Ejercicio.

» Déun ejemplo de vectores de R? que sean ortogonales para el producto interno canénico pero no para el producto
interno definido en (3.8).

» Dé un ejemplo de vectores de R? que sean ortogonales para el producto interno definido en (3.8) pero no para el
producto interno canénico.

= ;Existe un par de vectores de R? no nulos que sean ortogonales para ambos productos internos?

El concepto de ortogonalidad nos permite extender el teorema de Pitdgoras de la geometria plana a los espacios con producto
interno.

Figura 3.3: Teorema de Pitdgoras

Sea V un espacio vectorial con producto interno y norma inducida || ¢|. Entonces para cualesquiera u, v € V tales que
u 1 vresulta

2 2 2
lu+ vl =lul”+Ilvl

La demostracién consiste en desarrollar la definicién de norma y aplicar el hecho de que (1, v) = 0. Dejamos los detalles
como ejercicio.

;Esvdlidalaimplicacién reciproca del teorema? En el caso de la geometria plana el enunciado reciproco es: “si en un tridngulo
el cuadrado del lado mayor es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, entonces el tridngulo es rectdngulo”.

Ejercicio.

3.6 Demuestre que en un R espacio con producto interno, si dos vectores u, v € V verifican la relacién ||u+ v|*> =
llul? + |l v]1?, entonces u L v.
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Entre las propiedades que tienen las bases candnicas, tanto de R” como de C", destacamos que sus vectores son ortogonales
y de norma uno. En lo que sigue extenderemos estas nociones a conjuntos mds generales de vectores.

Sea V un espacio vectorial con producto interno. El conjunto de vectores {vy, vy, ..., v;} € V se dice un conjunto orto-
gonal si sus elementos son ortogonales de a pares. Esto es, si para todo i # j

(vi,vj) =0

Ejemplo 3.7

En R3, el conjunto
{(1) lr _1) ) (17 _170) ’ (11 1)2) ’ (0)0)0)}

es ortogonal, como se puede comprobar por un célculo directo.

Ejercicio. En % ([-1,1]), con el producto definido por la férmula (3.6)

1
(f. 8 =/lf(t)g(t)dt

muestre que el conjunto {1, 7, 7 - 1} es ortogonal.

. Teorema3.6

Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si el conjunto de vectores {vy, vy, ..., v;} € V es ortogonal y ninguno
de sus elementos es el vector nulo, entonces es un conjunto linealmente independiente.

Demostracion:
Buscamos una combinacién lineal de los vectores que dé el cero:

avi+arvp+...+a;v=0

A continuacién, hacemos el producto con un vector genérico v; donde i puede ser cualquier valor entre 1y r. Usando las
propiedades del producto interno y teniendo en cuenta que v; es ortogonal al resto de los vectores del conjunto:
(vi, a1 +...+a;v;+...+a,vr) = (v§,0)
ay (vi, v) +...+a; (vi, v)+...+a, (v, v,) =0
—— ——

0 0

Queda entonces
a;(;,v;))=0

y teniendo en cuenta que (v;, v;) > 0 por ser v; no nulo, deducimos que a; =0 paratodoi=1,...,r. |
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Ejemplo 3.8

Destacamos que el teorema anterior es valido para cualquier producto interno definido en el espacio vectorial. Si
consideramos en R? el producto interno definido en el ejemplo 3.4, el conjunto {(2,—-1),(—1,3)} es ortogonal (jcom-
probarlo!), y por el teorema anterior, resulta linealmente independiente.

Finalizamos esta seccidn agregando un poco de terminologia.

Definicién 3.9

Sea V un espacio vectorial con producto interno. El conjunto de vectores {vy, vy, ..., v;} € V se dice un conjunto orto-
normal si es un conjunto ortogonal y todos sus elementos tienen norma uno.

Ejercicio. Demuestre que todo conjunto ortonormal es linealmente independiente.

Sea V un espacio vectorial con producto interno.

= El conjunto de vectores B = {vy, Vs, ..., Uy} se dice una base ortogonal si es un conjunto ortogonal y base del
espacio.

= El conjunto de vectores B = {vy, vy, ..., U;;} se dice una base ortonormal si es un conjunto ortonormal y base del
espacio.

Ejercicio.

3.7 Demuestre que el conjunto {1, B 2= %} es una base ortogonal del espacio 2%, considerando el producto interno
definido mediante

1
(P, q) =f1p(t)q(t)dt

;Es una base ortonormal?

3.2 Proyeccion ortogonal

Para los casos mds conocidos de vectores en un plano o un espacio tridimensional, la proyeccién de un vector v sobre un
subespacio S tiene una interpretacién geométrica clara.
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U = Pg(v)

(a) Proyecci6n sobre una recta (b) Proyeccion sobre un plano

Figura 3.4: Proyecciones ortogonales

Consiste en construir una recta perpendicular al subespacio S, que pase por el extremo del vector v. La interseccion de la
perpendicular con el subespacio S es el extremo del vector proyeccién ? = Ps(v). La proyeccion asi obtenida es el vector del
subespacio S mds préximo al vector v. En este capitulo presentaremos diversas situaciones en que se busca aproximar un
vector con elementos de cierto subespacio. Para resolverlas, necesitaremos generalizar el concepto de proyeccion.

Notemos que en ambos esquemas de la figura 3.4 el vector v — ¥ es ortogonal al subespacio sobre el que se proyecta. Esta
propiedad es suficiente para caracterizar a la proyeccién ortogonal.

Sea V un espacio vectorial con producto interno. Dados un subespacio S y un vector v € V, decimos que 7 es la
proyeccion ortogonal del vector v sobre el subespacio S si verifica

veESAvVv-D LS

Notacioén: 0 = Ps(v).

Es importante sefialar que, en principio, nada garantiza que para cada vector de cierto espacio exista su proyeccién orto-
gonal sobre cualquier subespacio. Veremos en primer lugar que si la proyeccion existe, entonces es inica. Mds adelante
probaremos que en los espacios de dimensién finita siempre es posible encontrar la proyeccién e indicaremos un método
para hacerlo.

. Teorema3.7

Sea V un espacio vectorial con producto interno. Sean v € V'y S un subespacio de V. Entonces si existe Ps(v) es Gnica.

Demostracion:
Suponemos que existen dos vectores ?; y D, proyeccién. Demostraremos que #; — D, = 0 probando que su norma vale cero:

o ~ 12 o A A o
101 = D2l1” = (D1 — D2, D1 — Do)
=01 — Do, 1 —v+Vv—1D2)

= (01— 02,01 — V) + (D1 — D2, v~ D)
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Ahora bien, D; — D, es un elemento de S por serlo ; y #». Asuvez D y D2 son proyecciones de v, de modo que ¥ —vy v— D>
son ortogonales a cualquier elemento de S, en particular a 9; — 0. Esto prueba que || ; — D»[|> = 0 como queriamos. |

Ejemplo 3.9

Consideremos en R3 el subespacio S = gen{(1,1,-2),(1,—1,0)}. Buscaremos la proyeccién ¥ del vector v = (1,0,0)
sobre S. Adoptando la notacién
Ulz(lr]-)_z) VZ:(]-)_]-)O)

y teniendo en cuenta como se definié la proyeccién en 3.11, debemos hallar un vector en S, es decir de la forma
D =av; + Bvy, para el cual se cumpla que v — ¥ L S. Esta dltima exigencia equivale a que v — ¥ sea ortogonal a los dos
generadores de S (;por qué?). Comenzamos planteando la ortogonalidad con v;:

0=(v1,v—0)=(v1,v—avi - Pva2) = (v1,v) —a (w1, v1) — B (v1, v2)

Teniendo en cuenta que v; y v, son ortogonales y no nulos, resulta

(vi,v) 1
O=(,-—alv,)>a0=——=—
(Ul) Ul) 6

Dejamos como ejercicio comprobar que
_ () 1
(v2,v2) 2
con lo cual llegamos a

Ps( )—A—l(l 1—2)+l(1 -1 O)—(2 ! 1)
SU_U_G y Ly 2 ’ ) -

37373

Como los coeficientes resultaron tinicos, podemos afirmar que en este caso la proyeccién existe y es tinica.

El ejemplo precedente sefiala el camino para calcular la proyeccién ortogonal sobre un subespacio siempre que se conozca
una base ortogonal del mismo.

. Teorema3.8

Sea V un espacio vectorial con producto interno. Sea S un subespacio de V con una base ortogonal B = {vy; vy;...; Ur}.
Entonces para cualquier v € V existe Ps(v) y es
_ (n,v) (v2,0) (vy, V) L (vi,v)

= v U+ ... vy = v; (3.11)
w,v) - (a,va) (Wr, o) ,-;(vi,vi) '

Ps(v)

Demostracion:
Buscamos un vector del subespacio S, es decir un vector de la forma o = a;v; + a2 v2 + ... + @ vy, para el cual se verifique la
relacién v—9 L S. Esto ultimo equivaleaque v—? L v; coni =1,...,r. Teniendo en cuenta que se trata de una base ortogonal
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resulta

v—-0Dlvie (v,v—-0)=0
< (v, v—av1—arV2—...—a,;v) =0
< (W, v)—ar (vi, ) — a2 (v, v2) —...—ar (v;,v,) =0
< (v, v)—a;(v,v;) =0

_ ()

(i)

< a;
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vale decir que los coeficientes de ¥ estdn univocamente determinados y conducen a la férmula (3.11). Cabe sefialar que los
a; de la demostracién se obtuvieron sin conjugar porque se despejaron de la segunda componente del producto interno,

aplicando la propiedad @ del teorema 3.1.

|

La férmula (3.11) debe usarse con especial cuidado al aplicarla en C espacios. En efecto, si se alterara el orden de

los coeficientes (v;, v) por (v, v;), se obtendrian los conjugados de los valores correctos.

El ejemplo 3.9 es un caso particular de aplicacion de la férmula de proyeccién (3.11), puesto que se conoce una base ortogo-
nal del espacio sobre el que se pretende proyectar. Planteamos ahora el problema de proyectar sobre un subespacio del que

no se conoce una base ortogonal.

<
N S lwe = vy 4 awy

~
| N oo
TN

V] = W) N

Figura 3.5: Construccién de una base ortogonal

Ejemplo 3.10

Consideremos en R3 el subespacio S =gen{(1,1,-2),(1,0,1)}. Buscaremos la proyeccién # del vector v = (1,2,0) sobre

S. Una base del subespacio S es B = {vy, v2}, donde

V1= (]-, 1’_2) Uy = (1,0, 1)

Dado que no es una base ortogonal, nos proponemos en primer lugar hallar una base B’ = {w;, w»} de S que si lo sea.

Para ello, definimos en primer lugar
w; =01

La eleccién de w- no es tan sencilla (de hecho, en el subespacio S existen infinitos vectores ortogonales a v;). Basdn-
donos en el esquema de la figura 3.5 planteamos que w, = v, + @w; es ortogonal a w, para una eleccién adecuada de

a:
_ (w1, v2)

0= (wy,v2+aw) = (wy, v2) +a(wy, wr) > a=
(w1, w1)
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Por lo tanto el vector que completa la base ortogonal buscada es

Wy = U

(w1, v2)

— 3.12
(w1, w1) ( )

2

Dejamos como ejercicio comprobar que la base ortogonal buscada resulta entonces

B'={(1,

712

1)_2);( y T S
6 6 3

i

y que a partir de ella la férmula de proyeccién (3.11) arroja

Pg(v) =

16 7 5

11°117 11

[fiv11)

Destacamos del ejemplo 3.10 que la férmula (3.12) para calcular el segundo vector de la base ortogonal consiste en restarle
al vector v, su proyeccion sobre el subespacio que genera w;:

W =02 _Pgen{wl}(VZ)

En efecto, por ser gen{w;} un espacio de dimensién uno, {w;} es una base ortogonal y se puede aplicar la férmula de pro-
yeccion (3.11). Es la misma definicion de proyeccion ortogonal la que garantiza que el vector vz — Pgenfw,} (V2) serd ortogonal
a gen{w,}, como se aprecia en la figura 3.6. Esta idea nos permitird demostrar, en el pr6ximo teorema, que en todo espacio
de dimension finita puede construirse una base ortogonal a partir de una base dada.

wy = vz — B, gen{w } (’UQ)

Poenfuw,) (v2)

U =Wy —Poen (u,} (v2)

Figura 3.6: Construccién de una base ortogonal usando proyecciones
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Sea V un espacio vectorial con producto interno y con una base B = {vy; V7;...; p}. Entonces el conjunto B’ =
{wy; wy;...; wy} es una base ortogonal de V si sus elementos se definen mediante

wy=n
(wy, v2)
Wy = Vg — ———— W1 = V2 — Pgenjuy} (V2)
(wr, w1)
_ (w1, vy) (Wn-1,Vn) _
Wpn=Vp—>7"—— < Wi—w.—77——————Wp-1=Vp _Pgen{wl,...,wn_l} (vn)
(wr, wn) (Wn-1, Wn-1)

Maés aun, los subespacios que generan los primeros k vectores de cada base coinciden. Esto es

gen{vy,..., v} =gen{wy,.., wy} Vk=1..n

Demostracion:

En el caso de que la base B tenga un solo vector, es decir n = 1, el teorema es inmediatamente verdadero. Para probar el caso
general de n vectores, usaremos un argumento de induccién, construyendo la base paso por paso. El primer paso ya esta
dado definiendo w; = v;. A continuacién presentamos una férmula general para el paso k:

(w1, vg) (Wk-1, k)

Wi —m — R (3.13)

Wi = Vg — 1
(w1, w1) (W-1, Wk-1)

(Por supuesto, esta formula requiere que se hayan construido previamente los vectores wy, ..., Wi—1). Asi, por ejemplo, la
férmula para el caso k = 2 resulta
(wy, v2)
Wy =UVp— ———
(w1, w1)
Dado que {w} es una base ortogonal de gen {w;} podemos afirmar que se ha definido

W2 =12 _Pgen{wl} (v2)

y la definicién de proyeccion garantiza que w, serd ortogonal a gen{w;}. Por lo tanto ya tenemos un conjunto ortogonal
{w1, w»}. Ademds, ninguno de sus vectores es nulo: w; = v; no lo es por ser elemento de una base, mientras que si w» fuera
nulo resultaria v, un elemento de gen{w;}, lo cual es absurdo (;por qué?). Por el teorema 3.6, el conjunto {w;, w,} resulta
linealmente independiente. Dado que sus elementos son combinaciones lineales de v; y v, genera el mismo subespacio
que {v1, v2}. Este argumento se puede repetir con ws, ws, .... Para garantizar que se puede repetir hasta cubrir los 7 vectores,
supondremos que lo hemos aplicado k —1 veces hasta obtener un conjunto ortogonal {w;, wy, ..., wr_1} que genera el mismo
subespacio que {vy, v, ..., Vx_1}. Entonces la férmula (3.13) equivale a

Wy = Vg — Pgen{wl,...,wk,l} (l)k)

y una vez mads la definicién de proyeccién garantiza que el vector wy serd ortogonal a gen{wy, ..., wi_1}. Razonando como
antes, wy no puede ser nulo porque en tal caso seria vy un elemento de gen{wy,..., wi_1} = gen{vy, ..., vx_1}. Este argumen-
to tiene generalidad: si k = 2, muestra co6mo podemos construir {w;, w,} a partir de {un}; si k = 3, {w1, wy, w3} a partir de
{w1, wo} ... y seguir construyendo paso a paso, hasta completar una base ortogonal. d
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Ya sabemos (por el teorema 1.4) que los espacios finitamente generados admiten una base. Ademds, hemos mos-
trado cémo obtener una base ortogonal, cémo realizar la proyeccién y que dicha proyeccién es tinica. Por lo tanto,
podemos afirmar que en todo espacio vectorial con producto interno, la proyeccion ortogonal de un vector v
sobre un subespacio de dimension finita existey es vinica.

Una consecuencia inmediata del método de Gram Schmidt es que para cualquier espacio de dimension finita puede obte-
nerse una base ortonormal. En efecto, basta con aplicar el método, calcular una base ortogonal y luego dividir a cada vector
por su norma.

Ejemplo 3.11
En el espacio vectorial R* se considera el subespacio S determinado por la base B = {v;; v2; v3}, siendo
v = (11 1) 1) _1) Uy = (2) _1, _17 1) V3 = (0)213) _3)

La aplicacion del método de Gram Schmidt arroja (comprobarlo) la base ortogonal B’ = {w1; w-; w3} con

111 (9 3 3 3) (0 21 1)
wy =, 1L1,— w)=|—-,—,—, - w3 = =y =, ——
! 27\ ) 3'3' 73

" _ 3 . — . . .
La base ortonormal buscada es B" = { Tl Tws T Twsl } = {uy; up; us}:

. 1 2 (9 3 33\ [3(. 21 1
B" = _(1)171)_1);_ it e B - Or__y_)__
2 3v34 4 44 2 33 3

Queremos sefalar que cuando se usa una base ortonormal para calcular la proyeccion de un vector, la féormula (3.11)
adquiere una escritura particularmente sencilla. En nuestro ejemplo, para proyectar un vector v € R* sobre S es

3
Ps(v) = (u1, V) ug + (U2, V) up + (uz, v) uz = ), (Ui, v) U;
i=1

Dejamos como ejercicio demostrar que Ps(1,0,1,0) = (1,0, 5 —%)

Finalizamos esta seccién demostrando que la proyeccién de un vector sobre un subespacio es la mejor aproximacion que se
puede obtener de dicho vector con elementos del subespacio. La figura 3.7 ilustra esta afirmacién: de todos los vectores en
el subespacio S, el vector més préximo a v es Ps(v). En este contexto, “la mejor aproximaciéon” se entiende en el sentido de
la distancia definida en 3.6. Vale decir que de todos los vectores u € S, el valor de ||v — u|| se hace minimo si u = Ps(v).
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0

Figura 3.7: Mejor aproximacién de v con elementos de S

Formalizamos esta afirmacion con el teorema siguiente.

. Teorema3.10

Sean V un espacio vectorial con producto interno y S un subespacio. Sea v € V para el cual existe la proyeccién
ortogonal ¥ = Pg(v). Entonces
lv=?dl<llv—ull Yues$s (3.14)

Ademés, la igualdad se da solamente para u = .

Demostracion:
La figura 3.7 sugiere considerar el tridngulo rectdngulo de hipotenusa v — u. Para ello escribimos

v-u=w-0)+D-u

y sefialamos que (v — D) L S mientras que (¥ — u) € S. Por ende se trata de vectores ortogonales y se puede aplicar el teorema
de Pit4goras 3.5:
lo—ul® = v =217+ 19— ul®

Por tratarse de cantidades no negativas, es inmediato que
2 A2
lv—ul®=lv-72l

ylaigualdad se dard siysélosi |9 — ull =0, es decir si y sélo si u = . O

Con esto cobra sentido la siguiente definicion.

Sean V un espacio vectorial con producto interno y S un subespacio. Sea v € V para el cual existe la proyeccion
ortogonal ¥ = Pg(v). Entonces la distancia de v al subespacio S es

d(v,S) =llv—-Ps)ll

Esta propiedad de la proyeccién nos permite aproximar funciones eventualmente dificiles de calcular mediante otras mds
sencillas. El ejemplo siguiente nos brinda una aproximacién de la funcién exponencial mediante una funcién polinémica de
grado uno. La figura 3.8 muestra la recta que mejor aproxima al grafico de la funcién exponencial en el intervalo [-1, 1].
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Figura 3.8: Aproximacion lineal de e*

Ejemplo 3.12

En el espacio de funciones continuas % ([-1,1]) consideramos el producto interno como se defini6 en la férmula
(3.6). Buscaremos la proyeccién de la funcién f(x) = e* sobre el subespacio de polinomios S = 22, = gen{l, t}. Dado
que {1, t} es una base ortogonal para el producto definido (verificarlo), aplicamos la férmula de proyeccién (3.11):

(1.f)1+(t,f)t

Pt =a 0 @ o
1( 1) 3
=—le-=|+=r

2 e e

La distancia de la funcién exponencial al subespacio 7, es

d(f,8)=|f-Psi) = \/1-%0,229

Ejercicio.

3.8 En el espacio R3 considere el subespacio S = {x eER3:x; +Xxp+x3= 0} y el vector v = (1,0, 0). Encuentre el vector de
S que mejor aproxima a v y calcule d(v, S).

3.3 m complemento ortogonal de un subespacio

Ahora que ya hemos dejado asentada la existencia de la proyeccién ortogonal sobre espacios de dimensidn finita, comenta-

remos algunas propiedades considerando un espacio V con producto interno y un subespacio S de dimensién finita:

1. La proyeccion ortogonal, entendida como una aplicacidon que a cada vector v € V le asigna su proyecciéon Pg(v), es una
transformacién lineal. Dejamos como ejercicio verificarlo: la comprobacién es inmediata usando la férmula de proyec-
ci6n (3.11) y las propiedades del producto interno; también se puede demostrar aplicando directamente la definicién

de proyeccidn.

2. Paratodo vector v € S es Ps(v) = v. En efecto, es el propio vector v el que verifica la definicién de proyeccién 3.11: ve S

yv—v.lS.
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3. Como consecuencia de lo anterior, la composicién de proyecciones Ps sobre un mismo subespacio S equivale siempre
a la misma proyeccién.

4. Siun vector v es ortogonal a S, entonces su proyeccién sobre S es el vector nulo, porque 0 € Sy v—0 L S. Reciproca-
mente, sila proyeccién de un vector v sobre S es el vector nulo, significa que v—0 L S.

Resumimos estas observaciones en la siguiente proposicion.

Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea S un subespacio de dimensién finita. Entonces se cumplen
@ Ps5:V — V esuna transformacion lineal
Q Psw=voves
© PgsoPg=Pg

QO Psvw=0ovlsS

Dado que la proyeccién es una transformacién lineal, prestaremos atencién a a su imagen y ntcleo.

1. De acuerdo con la definicién de proyeccién, para cualquier v € V es Pg(v) € S, con lo cual Im Ps c S. Usando ademas
la propiedad @), resulta que el conjunto imagen de la proyeccion es todo el subespacio S.

2. Segun la propiedad @, el niicleo de la proyeccion Ps estd constituido por los vectores que son ortogonales a todo
elemento de S.

Reunimos estas observaciones en una proposicion.

Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea S un subespacio de dimension finita. Entonces la proyeccién
ortogonal Ps: V — V es una transformacién lineal que verifica

Q ImPs=S

O NuPs={veV:vlS}

Este conjunto de vectores ortogonales a un subespacio dado seré de gran interés (atin para casos de dimensi6n infinita) y
lleva nombre propio.

Sea V un espacio vectorial con producto interno. Dado un subespacio S, su complemento ortogonal es el conjunto de
vectores ortogonales a S. Con la notacién S* queda

St={weV:iv LS =weV:(v,u)=0VYue S}
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SL

Figura 3.9: Complemento ortogonal de un subespacio S

Ejercicio. Demuestre que en un espacio con producto interno V, dado un subespacio S = gen{vy, v, ..., v;}, un vector
arbitrario es ortogonal al subespacio S siy sélo si es ortogonal a sus generadores vy, v, ..., r. Es decir

vlilSewv)=Wwr)=..=v,)=0

Ejercicio. En el espacio R3
= calcule el complemento ortogonal del subespacio gen{(1,2,1),(-1,2,0)}

= calcule el complemento ortogonal del subespacio gen{(2,1,—4)}

Ejercicio. Dado un espacio vectorial con producto interno V, demuestre que
= Para cualquier subespacio S su complemento ortogonal es un subespacio de V.
= Vi={0v)

= Oy}t=V

La figura 3.9 sugiere que un espacio puede descomponerse como la suma directa de un subespacio y su complemento orto-
gonal. Veremos que esto es asi en el caso de subespacios de dimension finita.

. Teorema3.ll

Sean V un espacio vectorial con producto interno y S un subespacio de dimensién finita. Entonces

V=SeS*

Demostracion:
Por tratarse de un subespacio de dimensién finita, sabemos que existe la proyeccién ortogonal Pg. Luego escribimos, para
cualquier vector ve V
v=Ps(v)+(v—-Ps(v))
N~

€S eSt

conlo cual V = S+ S*. Para ver que la suma es directa, segtin el teorema 1.19 basta con probar que la interseccién es el vector
nulo. Sea entonces un vector v € SN S*. Por estar en S*, debe ser ortogonal a todo vector de S, en particular a si mismo.
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Luego
(1, =0=>vI°=0=>v=0

a

Otra propiedad que sugiere la figura 3.9 es que el complemento del complemento es el subespacio original. Una vez mads,
esto serd cierto en el caso de subespacios de dimension finita.

. Teorema3.l2

Sean V un espacio vectorial con producto interno y S un subespacio de dimensién finita. Entonces

(s =s

Demostracion:
Probaremos la doble inclusién de los conjuntos. En primer lugar, consideramos un vector v € S. Por definicién de comple-
mento ortogonal
1t 1
() ={veV:(v,w=0VueS}

Dado que v € S verifica esta definicién, concluimos que S < (S*)™ (notemos que esta inclusién es vélida sin necesidad de
imponer ninguna restriccién sobre la dimensién del subespacio S).

Para demostrar la otra inclusién, consideramos un vector v € (SL)L. Aplicando el teorema 3.11, podemos descomponer al
espacio como V = S& S*. Vale decir que existen tinicos v1 € Sy v» € S* tales que v = v; + v». Probaremos que v, = 0y que
por lo tanto v = v; € S, lo cual demostraré la inclusién (SJ-)l c S. Para esto, sefialamos que (v, v2) = 0, puesto que v € (SJ-)l y
vy € S*. Luego

0= (v, 03) = (U1 + V2, V) = (V1, V2) + (v2, V) = 0+ || v2]|?

de donde v, = 0 como queriamos demostrar. d

Figura 3.10: Descomposicion de un vector en sus componentes de Sy st

De acuerdo con los teoremas anteriores, todo vector v € V puede descomponerse (de manera tinica) como la suma de un
vector en Sy otro en St: v = Ps(v) + (v — Ps(v)). Afirmamos que (v—Ps(v)) = Pg1(v). En efecto, verifica la definicién de
proyeccién sobre S*:

s (v—Ps(v)) € S* (por definicién de Ps)
= v—(v—Ps(v)) =Ps(v) e S= ()"

Con esto hemos probado el siguiente teorema.
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. Teorema3.13

Sean V un espacio vectorial con producto interno y S un subespacio de dimensién finita. Entonces para cualquier
veVes
v =Ps(v) + Pg1 (V)

@ Existen ocasiones en que la proyeccién sobre un subespacio es mds dificultosa que la proyeccion sobre su com-
plemento ortogonal. Como sugiere la figura 3.10, puede ser conveniente entonces calcular la proyeccién sobre el
complemento ortogonal y luego despejar la proyeccién buscada. Para calcular entonces la distancia de un vector
v al subespacio S como se defini6 en 3.12, se puede usar que ||v — Ps(v)|l = ||PSL (v) ||

Ejemplo 3.13

En R* consideramos el subespacio S = {x ERY:x+Xo+X3— X4 = 0} de dimensién 3. Para calcular la proyeccién del
vector v = [112 —1]” sobre S habria que encontrar una base ortogonal de S, presumiblemente aplicando el método
de Gram Schmidt, para recién entonces usar la férmula de proyeccion (3.11). Si en cambio consideramos que S* es de
dimension 1, alcanzaré con encontrar un generador: serd inmediatamente una base ortogonal con la que podremos
realizar la proyeccién. Para obtener S* reescribimos la definicién de S:

S= xe[R“:[l 11 —1] =0

Con esto se pone en evidencia que, considerando la matriz
a=[1 11 -1

resulta que los vectores de S son aquellos vectores ortogonales a las filas de A, es decir que S = (Fil A)*. Aplicando el
teorema 3.12 obtenemos
St=FilA=gen{[111 -1]"}

(Recordemos que en R? esto permite detectar el vector normal a un plano). La proyeccién de v sobre S* es, aplicando
la férmula (3.11):

puw=[233 3
444 4
con lo cual .
Ps(v)=v—Pq (V) = [—1 _13 1]
4 444
y

5
d(,9) = llv-Psw)ll = | Ps. )| = 5
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Ejemplo 3.14

Calculamos en R? el complemento ortogonal del subespacio

1 2
S=gen 11],| 2
-1 0

Bastar4 con encontrar los vectores v = [x; X, x3]’ ortogonales a los generadores:

SLz{v€R3:x1+x2—x3=0 A 2x1+2x, =0}

X1
s |11 -1 0
=qVER”: X2 | =
2 2 0 0
X3
Vale decir que considerando la matriz
1 1 -1
A=
2 2 0

el complemento ortogonal de S es el espacio nulo de la matriz A, formado por los vectores ortogonales a sus filas:

1
St =NulA=(FilA)* =gen{ | -1
0

Las observaciones hechas en los ejemplos acerca de los espacios fundamentales de una matriz se pueden extender sin difi-
cultades al caso general. Dejamos los detalles como ejercicio.

Dada una matriz A € R"™*", los subespacios fundamentales verifican las siguientes relaciones (en los espacios R o
R” segtin corresponda):

Q (FilA' =NulA

O (ColA)*: =NulA!

Ejercicio.

3.9 Adaptar la proposicién anterior para el caso de matrices de C"*".

34 Descomposicion QR

Enlo que sigue veremos que toda matriz A € K"**" con rango A = n, es decir cuyas columnas forman un conjunto linealmen-
te independiente, se puede factorizar como producto de dos matrices, una de ellas de m x n tal que sus columnas forman un
conjunto ortonormal y otra de n x n que es triangular superior y con nimeros positivos en la diagonal (y por tanto inversible).
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Tal factorizacién, que se denomina descomposicién QR de A, es utilizada por varios algoritmos numéricos para la resoluciéon
de problemas diversos, incluyendo sistemas de ecuaciones lineales.

Dada A € K™ con rango A = n, una descomposicién QR es una factorizacion

A=QR conQeK™"yReK™"

tales que QY Q = I'y R es triangular superior con niimeros positivos en la diagonal principal.

En principio, la definicién no garantiza que pueda obtenerse la descomposicién QR de cualquier matriz, ni cémo calcularla
efectivamente. Veremos que cualquier matriz A € K™*" con rango A = n admite una descomposiciéon QR y mostraremos un
método para calcularla. Para ello, comenzamos con un teorema que brinda algunas caracteristicas de la descomposicion.

. Teorema3.l14

Sea A € K™ con rango A = n tal que A = QR es una descomposicién QR. Entonces las columnas de Q forman una
base ortonormal de Col A.

Demostracion:
Denotamos como ¢; a la i-ésima columna de Q. De acuerdo con la definicién 3.14

gt alqy af'qp - qllqn

H H H H
q, qd,q1 4, q2 - 45 (qn

1=Q"Q= : g1 G2 - qn |= . : . .
ay gllav qllq. - qllqn

Al igualar esta tiltima matriz con la identidad concluimos que

g |0 sii#]
qiq]_{l sii=j

de modo que {41, g2, ..., g»} €s un conjunto ortonormal. Por lo tanto constituye una base de Col Q.

Para terminar, probaremos que Col Q = Col A: dado que ambos subespacios tienen dimensién n, alcanzard con probar una
inclusién. Sea entonces y € Col 4, es decir que y es combinacion lineal de las columnas de A. Por lo tanto debe existir cierto
x € K™ tal que y = Ax. Usando la descomposicién QR, tenemos que y = QRx = Q(Rx). Ahora bien, Rx es un vector de K",
con lo cual y es una combinacién lineal de las columnas de Q. Luego, Col A c Col Q. a

Teniendo en cuenta que en una descomposicién A = QR la matriz R es triangular superior, podemos afirmar que la primera
columna de A es combinacién lineal de la primera columna de Q, la segunda columna de A es combinacidn lineal de las
primeras dos columnas de Q y asi sucesivamente. Como ademads las columnas de Q son una base ortonormal, podemos
concluir que la descomposicién QR explica cémo se relacionan dos bases de un mismo espacio, una de ellas ortonormal.
Veremos entonces como el método de Gram-Schmidt 3.9 nos permite construir la descomposicién.
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Ejemplo 3.15

Hallar una descomposicién QR de

1 1
A=11 0
0 1

=)

Llamando v; a la i-ésima columna de A, aplicamos el método de Gram-Schmidt para obtener una base ortogonal

{wy; wo; w3} de Col A:
1
wi=v1=|1
0
H

1/2
_ wyve o _
Wo=Vy—— wl=| -1/2
wl wh 1
wilvs wilvs /3
W3 =U3—— wl-— T w2 = 2/3
wy' wy w,' W

2/3

De acuerdo con el teorema 3.14, formamos la matriz Q normalizando a los vectores {w;; wo; ws}:

V212 V616 —V3/3
Q=| v2/2 —v6l6 V33
0 +v6/3 V33

Dado que A = QR (probaremos en el préximo teorema que la descomposicién efectivamente existe) y por ser Q7 Q =
I, podemos calcular R

A=QR=Q"A=0Q"QR=R

Luego
V2 V202 V212
R=Q"A= 0 V6/2 V6/6
0 0 2v3/3
. Teorema3.15

Sea A e K™ con rango A = n. Entonces existe una descomposicion QR de A.

Demostracion:

Denominemos vy, Vs, ..., U, alas columnas de A. Por hipétesis, B = {v1; v2;...; 5} €s un conjunto linealmente independiente.
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Aplicando el método de Gram-Schmidt al conjunto B obtenemos una base ortogonal {wy; w»;...; w,} de Col A que satisface

w) =1

W2 =V —d12W

W3 =V3 —a13W; — a3
Wp=VUnp=Q1pW1 —... =~ Ap-1,nWn-1
H
_ Wiy ; .
donde a;; = . Despejando cada v;:
I whw;
1
V1 = w1

Uy =Q12W1 + W2

U3 = q13W1 + Q3W2 + W3

Up=«qipWi1+...+&p-1,nWp-1+ Wy

lo cual puede escribirse en forma matricial

1 ap a3 -+ ayn

0 1 a3 (1537
A=| 1y v Un =[w1 wo wy

0 0 0 1

Esta factorizacion es muy parecida a la buscada. Falta lograr que los vectores columna del primer factor sean de norma uno.
Para ello, definimos

Q= con = W (i=1,..,n
=l N1 92 qn qi il

y modificamos adecuadamente el segundo factor

lurll apzllwil awllurll - @ llwl
0 lwall azllwall -+ azpllwsl
A= qaq g2 - qn
0 0 0 o llwall
con lo que llegamos a la descomposicién buscada. d

® Mencionamos, sin demostracion, que en las condiciones de la definicién 3.14 la descomposicién QR es tinica.
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Ejercicio.
-1 0 1
3.10 Calcule la descomposiciéon QR de la matriz A = 1 2 -1
0 1 1

3 o 5 Cuadrados Minimos

Dada una matriz A € R"™*", consideraremos una vez mas la ecuacién matricial

Ax=Db (3.15)

donde b € R™ y x € R" es la inc6gnita. En la seccién 1.5 habiamos senalado que el sistema es compatible si y sé6lo si existe
una combinacién lineal de las columnas de A que resulte ser el vector b. Dicho de otra forma: el sistema es compatible si y
s6lo si b € Col A. En las aplicaciones, es muy comiin que un modelo se describa mediante ecuaciones lineales en la forma
de (3.15) y que, debido a multiples factores como por ejemplo errores de medicién, no se pueda obtener un x que verifique
exactamente las ecuaciones. En esta seccién estudiaremos una alternativa que se presenta para el caso en que el sistema es
incompatible pero pretendemos obtener, al menos, una solucién aproximada.

Dado el sistema de ecuaciones (3.15), el vector X € R" es una solucién por cuadrados minimos si A% minimiza la
distancia a b, es decir si
Ib— Azl < |b— Ax|| VxeR"

Dado que estamos considerando la norma usual, el célculo de || b — Ax||? esla suma de los cuadrados de las compo-
nentes de un vector de R™. Buscamos % para que dicha suma sea minima: de alli el nombre “cuadrados minimos”.

Ejercicio. Demuestre que en el caso de que el sistema (3.15) sea compatible, cualquier solucién en el sentido usual es
también solucién por cuadrados minimos.
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b— Az

Figura 3.11: Mejor aproximacion de b con elementos de Col A

Ejemplo 3.16

Hallaremos la solucién por cuadrados minimos & = [%1 %] del sistema de ecuaciones

1 1 . 1
Ax= 1 L -
X2
-2 1 0

La figura 3.11 ilustra este caso, en el que se tiene una matriz A € R3*2, con lo cual b € R® y x € R%. Por lo que se ve,
el vector b no estd en Col A y el sistema es incompatible. Basdndonos en el teorema de mejor aproximacién 3.10,
sabemos que el elemento de Col A mds préximo a b es la proyeccién ortogonal de b sobre Col A. Ahora bien, para
conocer la proyeccién apelamos al ejemplo 3.10, en que proyectdbamos un vector [1 2 0] sobre un subespacio S que
coincide con Col A. Habiamos obtenido

1 16
P, b)=— 7
Col A(D) I :

Falta entonces encontrar la solucién por cuadrados minimos x. La solucién por cuadrados minimos X no debe confun-
dirse con la proyeccién de b sobre Col A. El vector % es un elemento de R? tal que A% = Pgoj 4 b:

1 1 . 16
X1 1

1 0 . =— 7
X2 11

-2 1 -5

Este sistema si es compatible, porque la proyeccién de b es un elemento de Col A. La solucién es

7
9

Siguiendo con la linea de argumentacion del ejemplo 3.16, pasamos a considerar el caso general del sistema (3.15). Una vez
mads, el teorema de mejor aproximacién 3.10 indica que el elemento de Col A més préximo a b es la proyeccion ortogonal de
b sobre Col A. Por eso una forma de buscar la solucién por cuadrados minimos es resolver el sistema

A% = Pco1a(b)
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como ya hicimos en el ejemplo. Destacamos que este sistema es compatible, porque consiste en encontrar una combina-
cion lineal de las columnas de A que genere un elemento de Col A. Sin embargo, este procedimiento implica calcular una
proyeccion ortogonal y, eventualmente, obtener una base ortogonal de Col A. Presentamos una alternativa més eficaz: para
ello, consideramos que

AR = Pcoia(b) © b— A% L Col A& b— Ak € (Col A)*

Teniendo en cuenta que (Col A)* = Nul A’ (ver la proposicion 3.3) resulta
A% =Pggiab) @ b— Ak eNulA’ & A' (b— A%) =0

y llegamos a que la ecuacion A’ AX = A'D es equivalente al planteo original; con la ventaja de que no hay que calcular expli-
citamente la proyeccién. Resumimos el método propuesto en el siguiente teorema.

. Teorema3.16

Dado el sistema de ecuaciones (3.15), el vector X € R" es una solucién por cuadrados minimos si y sélo si verifica la
ecuacion normal
AlAx=A'b (3.16)

Ademés, la ecuacién normal siempre tiene al menos una solucién.

Basandonos en la figura 3.11, podemos definir al error como la distancia entre el vector original y su aproximacion con un
elemento de Col A.

Definicién 3.16

Dado el sistema de ecuaciones (3.15) y una solucién por cuadrados minimos % € R”, el error por cuadrados minimos
se define como la distancia entre el vector by su proyecciéon sobre Col A, es decir

E=|b- Ax|

Ejercicio. Encuentre la solucion por cuadrados minimos del sistema del ejemplo 3.16 planteando la ecuacién normal.
Calcule el error de la aproximacién por cuadrados minimos.

Llegados a este punto, conviene mencionar una aplicacién de la descomposicién QR para encontrar soluciones por cua-
drados minimos. Considerando una matriz A € K”*" con rango A = n y descomposicién QR como se defini6 en 3.14, la
ecuacién normal 3.16 resulta

A'Azx=A'b & (QR)'(QR)Z=(QR)'b & R'Rx=R'Q'b
donde usamos que Q’Q = I. Como ademads R es una matriz inversible, también lo es R? (;por qué?), luego podemos multi-
plicar a izquierda por (R* )71 para llegar a una ecuacién equivalente a la ecuacién normal

R%=Q'b

con la ventaja de que es un sistema cuya matriz de coeficientes es triangular superior y reduce la cantidad de célculos nece-
sarios.

Ejercicio. Encuentre la solucion por cuadrados minimos del sistema del ejemplo 3.16 usando la descomposicién QR
de la matriz de coeficientes del sistema.
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i

Como visiblemente es un sistema incompatible, planteamos la ecuacién normal (3.16):

Ejemplo 3.17

Resolvamos el siguiente sistema de ecuaciones

2 X
A=|1 2 xl
2 2

1

3 6 X _ 4
6 12 X 8
de donde se obtienen infinitas soluciones de la forma
. 4/3 -2
X= +a aeR
0 1

El producto entre Ay cualquiera de las soluciones por cuadrados minimos da la proyeccién de b sobre Col A:

4/3 -2 4/3 4/3

Pcora(b) = A a =A =| 4/3
0 1 0

4/3

El error cometido es

1 [ 4
/3 5
2 | -1 43 || = 3
1 | 4/3

El dltimo ejemplo pone de manifiesto que la ecuacién normal (3.16) no sélo es compatible sino que podria tener infinitas
soluciones. Como ya habiamos sefialado, la ecuacién normal es equivalente a AX = Pco4b. En esta ecuacion es claro que
si las columnas de A son linealmente independientes, habrd una tinica combinacién lineal para generar cada elemento de
Col A, con lo cual X serd unica. Si en cambio las columnas de A son dependientes, habrd un conjunto %, + Nul A de infinitas
soluciones (donde £, es una solucion particular).

A continuacién probaremos algunos resultados més acerca de las soluciones por cuadrados minimos. Para ello, necesitamos
establecer previamente una propiedad.

. Teorema3.17

Para toda matriz A € R™*" se verifica que
NulA=NulA’A

y por lo tanto
rango A = rango A’ A

Demostracion:
Probaremos la doble inclusién de los conjuntos Nul Ay Nul A’ A. En primer lugar, consideramos

xeNulA=> Ax=0=> A"Ax=0=> xe NulA’A
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Para la segunda inclusién, consideremos un x € Nul A’ A. Entonces A’ Ax = 0. Multiplicando a izquierda por x’ obtenemos
x'ATAx=0= (Ax)' Ax=0= [ Ax|*=0=> Ax=0= xeNulA
La igualdad de los rangos se prueba teniendo en cuenta que para cualquier matriz B € R"*" vale la relacién
dim(NulB) +rangoB =n
como consecuencia del teorema de la dimensién 2.3 (justifiquelo). Entonces
dim(Nul A) + rango A = n = dim(Nul A’ A) + rango A’ A

y se deduce que rango A = rango A’ A. d

En el caso de que una matriz A € R™*" tenga sus columnas linealmente independientes, la ecuacién normal (3.16) tendra
una matriz A’ A de rango n y por lo tanto inversible. En tal caso, la tinica solucién por cuadrados minimos sera

2=(A'A) A'D
Mads atin, al multiplicar a izquierda por A obtendremos la proyeccién de b sobre Col A:
A% =Py ab=A(A'A) " A'D

-1 . . .2 .
conlo cual A(A'A)”" A’ esla matriz asociada a la proyeccion sobre Col A. Agrupamos estas observaciones en un teorema.

. Teorema3.18

Dado el sistema de ecuaciones (3.15), si la matriz A € R™*" tiene sus columnas linealmente independientes, entonces

@ Existe una tnica solucién por cuadrados minimos £ y se obtiene como

YAtp

£=(A"A)
(A la matriz A = (AtA)_1 A' se la denomina matriz seudoinversa de A.)

© La proyeccion ortogonal de b sobre Col A se puede calcular mediante

Peoab=A(A'A) " A'D

© Lamatriz A(A’ A)_1 A" = AA! es la matriz asociada a la proyeccién sobre Col A, con respecto a la base canénica
de R™:
A(A*A) AT = AAY = [Pooialp

Ejemplo 3.18

Retomamos el ejemplo 3.9. En este caso, buscamos una fé6rmula para la proyeccién ortogonal Pg. Por supuesto que
podemos usar la férmula de proyeccién (3.11). Sin embargo, optaremos por una opcién més breve que se desprende
del teorema 3.18. Como nuestra intencion es proyectar sobre el subespacio S, construiremos una matriz A que tenga
por columnas una base de ese mismo subespacio: de acuerdo con @), la matriz asociada a la proyeccién sobre Col A = S
sera

1

[Pslp = A(ATA) A" = AAF
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Ahora bien, si elegimos la base de modo que sea ortonormal, sera A’ A = I y la expresion anterior se reducird a
[Ps]p = AA

En nuestro caso podemos normalizar la base y presentarla como columnas de la matriz A. Con esto, la matriz asociada
ala proyeccion es

1/v6 1/v2 2 -1 -1
Ve va 1/v6  1/v6 -2/V6 1
[Pslg = 1/vV6 -1/V2 UVE —1v2 0 |73 -1 2 -1
-2/V6 0 -1 -1 2
Para obtener una férmula:
X1 2 -1 -1 X1 2X1— X2 — X3
PS(X)Z[PS]E X2 Ig -1 2 -1 X2 :5 —x1+2x2_x3
X3 -1 -1 2 X3 —X1— X2 +2X3

El método usado en el ejemplo para obtener la matriz asociada a la proyeccién se generaliza sin dificultad.

. Teorema3.l9

Sea B = {u;; up;...; u;} una base ortonormal del subespacio S de R™. Si A € R"*" tiene por columnas a los vectores de
la base B, entonces
[Pslp = AA

Ejercicio.

3.11 Considere en R* el subespacio S=gen{[10 —10]?,[0 1 10]'}. Calcule [Ps].

Terminamos esta seccién con un ejemplo de ajuste de datos. Ya mencionamos que un problema usual en las aplicaciones es
adaptar una coleccién de datos a un modelo lineal.

Figura 3.12: Ajuste de datos por cuadrados minimos
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Ejemplo 3.19 Ajuste de datos

Consideremos en R? los puntos

que podemos interpretar como mediciones de cierto fenémeno. Aunque no estdn exactamente alineados, buscare-
mos larecta que “mejor ajuste” los datos en algtin sentido. Para eso, consideramos que la forma general de dicha recta
serd y = ax+b con a, b a determinar. Si hubiera un ajuste exacto, todos los puntos verificarian la ecuacién de la recta:

l=a(-1)+b
1=a2+b
2=a3+b
2=a5+b
lo cual escrito matricialmente queda
-1 1 1
2 1||la]|_|1
31 b| |2
5 1 2
N———r N——r
A b

y para este sistema incompatible buscamos una solucién por cuadrados minimos. Dejamos como ejercicio obtener el
resultado

e | @ || TS
| b || 27/25
Larecta de ecuacion
14 27
y=—X+—
75 25

es entonces la recta de ajuste por cuadrados minimos. Sabemos, por la definicién de cuadrados minimos 3.15, que el
valor del error |b— AX| es minimo comparado con cualquier otra eleccién de a, b. En nuestro ejemplo, el cuadrado
de este error es

2

1 67/75
1 109/75
Ib— A%|? = -
2 41/25
2 151/75
672 109)? 41)\? 151)2
=1-=| +[1-=] +({2—-=]| +[|2-=
75 75 25 75

26
= — =0,347
75

vale decir que cada componente del vector b — Ax mide la diferencia entre la altura verdadera del punto y la que
alcanzalarecta. Es la suma de los cuadrados de estas diferencias lo que la recta minimiza, como se aprecia en la figura
3.12.

Ejercicio.

3.12 Ajuste los mismos datos del ejemplo 3.19 con una funcién cuadrética y = ax? + bx + c.
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® Hemos optado por presentar el tema de cuadrados minimos en el contexto de los R espacios vectoriales. Sin
embargo, la adaptacion al caso de C espacios no presenta mayor dificultad. La ecuacién normal (3.16), por ejemplo,

debe plantearse como A7 A% = AHb.

3.6 Aplicaciones geométricas

Dedicaremos esta seccion a algunos aspectos geométricos de las transformaciones lineales y los espacios con producto in-
terno. Aunque muchas de las ideas que expondremos pueden extenderse a espacios mas generales, limitaremos nuestra

atencion al espacio R” con el producto interno candénico.

Py.(v)

—Pg.(v)
R(v)

Figura 3.13: Reflexién de un vector con respecto a un subespacio

Consideramos el problema de lograr en una reflexién (simetria) con respecto a un subespacio S. En la figura 3.13 se aprecia
un esquema general. Dado un vector v es posible descomponerlo como v = Ps(v) + Pg1 (v); su reflexién con respecto a S

surge de preservar la componente en S e invertir la componente en S*.

Sea S un subespacio de R". La reflexion del vector v con respecto al subespacio S es

R(v) = Ps(v) — Pq1 (V) (3.17)

Por tratarse de una suma de proyecciones, resulta inmediato que la reflexién R : R"” — R" es una transformacion lineal.
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Ejercicio.

3.13 Demuestre que la reflexién de un vector v € R” con respecto a cierto subespacio S verifica
= vy R(v) determinan una recta perpendicular a S.
= vy R(v) determinan un segmento cuyo punto medio es Pg(v).

= vy R(v) equidistan del subespacio de reflexion.

Ejemplo 3.20 Reflexién con respecto a un plano

Consideremos en R® el subespacio S = gen{[11 —2]%,[10 1]’} que ya se estudi6 en el ejemplo 3.10. Usaremos nue-
vamente al vector v = [1 2 0]%, aunque esta vez para calcular su reflexién con respecto al plano S. Como ya habiamos
calculado su proyeccién sobre S resulta

Po(v)+ (v— Ps(2)) 16 7 5‘Jr 515 5]°¢
v=Ps(v)+(v—-Ps(0)=|— — —— X/ — —
§ S 1111 11 1111 11

y de acuerdo con la férmula (3.17) obtenemos

R(v) = Ps(v) — (v—Ps(v)) = [ _____

La complicacién del método utilizado es que para calcular Ps(v) hubo que construir una base ortogonal de S. A con-
tinuacién, exponemos una alternativa que se basa en la proyeccién sobre S*, con la ventaja de que es un subespacio
de dimension uno. Para ello, reescribimos la férmula (3.17):

R(v) = (v—-Pg1(v)) = PgL(v) = v=2Pg1(v)

Dado que u = ﬁ [-13 1]’ constituye una base ortonormal de S*, aplicamos la férmula de proyeccién del teorema

3.19, segtin la cual (uu') es la matriz asociada a la proyeccién y resulta

1 -3 -1
; 1
PSL(v)z(uu)vzﬁ -3 9 3 |v
-1 3 1

Entonces la reflexion es

Rw)=v-2(uu')v
=(I-2(uu"))v

N
=6 -7 6 |v
2 -6 9

Al evaluar esta férmula en v = [1 2 0] se obtiene nuevamente la reflexion ya calculada.

Los argumentos empleados en el ejercicio anterior pueden generalizarse sin dificultad: (I —2(uu')) es la matriz asociada a
una reflexién con respecto a un subespacio, cuyo complemento ortogonal estd generado por un vector normalizado u.
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Definicién 3.18
Para cada u € R” tal que ||u|l = 1 asociamos una matriz de Householder
H=1-2(uu') (3.18)
con la que a su vez definimos la transformacion de Householder

T:R"—R",T(x)=Hx=(I-2(uu'))x (3.19)

Ejercicio. Demostrar que la matriz de Householder es involutiva (H? = I) e interpretar graficamente en R3.

Ejemplo 3.21 Reflexién con respecto a unarecta

Hallaremos la férmula de la transformacién lineal R : R® — R3 que es la reflexién con respecto a la recta
S=gen{[11 -2]'}.

Como ya se indic6 en la férmula (3.17), para calcular R(v) debemos descomponer al vector en sus proyecciones sobre
Sy S*. En este caso, es mds f4cil proyectar sobre S puesto que es de dimensién uno:

R(v) = Ps(v) — Pg1 (v) = Pg(v) — (v — Ps(v)) =2Ps(v) — v

Si consideramos un generador normalizado de S, u = \/Lé [11 —2], la matriz asociada a la proyeccién sobre S es uu’,
con lo cual

R(w)=@Ps—Dv=(2uu'-1I)v

22
=3 1 2 -2 |v
2 -2 1

Debido a la naturaleza geométrica del problema, existen muchos recursos para validar los resultados obtenidos. Una
verificacion (parcial) de la férmula consiste en elegir un vector v € R3, transformarlo y comprobar que % (v+R())€S.
Si elegimos, por ejemplo, v = [35 —1]7, resulta

Rw=1| -s
v=3

Lovrwp=L| 5 |es
p TR =3




Esta pdgina fue dejada intencionalmente en blanco
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4. 1 Introduccion

Comenzamos esta seccion retomando el ejemplo 3.20. Alli habiamos obtenido la férmula

1 9 6 2
Rwv)=—1| 6 -7 -6 |v
11
2 -6 9

para definir la reflexién con respecto al plano
S=gen{[11 -2]*,[101]"}

La matriz que aparece en la férmula anterior es la matriz asociada a la reflexién R : R* — R3 con respecto a la base canénica
(de acuerdo con la definicion 3.18, se trata de una matriz de Householder):

N
[Rlp=-—|6 -7 -6 4.1)
2 -6 9

Ahora bien, la matriz asociada a una transformacién tiene por columnas a los transformados de los vectores de una ba-
se, expresados en coordenadas con respecto a cierta base (eventualmente la misma). En el caso de [R]g, sus columnas son
los transformados de los vectores de la base canénica. Ya habiamos mencionado que un problema importante es encon-
trar una base del espacio para la que la matriz asociada sea “mejor” en algtin sentido. Las caracteristicas geométricas de la
transformacién R nos hacen prestarle atencién a los subespacios Sy S*. Destacamos que los vectores de S permaneceran
fijos, mientras que los de S* se transformaran en sus opuestos: esto es todo lo que se necesita para describir la reflexién.
En otras palabras: es mucho mas simple describir la reflexién explicando cémo se transforman los vectores de Sy S* que
describiendo c6mo se transforma la base canénica. Definiendo una base ordenada de R® con vectores de Sy S*

B={11-21,1101)%,[-1311%}
resulta
R(11-21)=1-111-2)"
R(1o1Y)=1-1011"
R([-1311")=(-D-[-131]°
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y las coordenadas de los transformados con respecto a la base B son sencillamente [100]%, [010]” y [00 —1]". La matriz
asociada resulta entonces mucho més simple

1 0 0
[RlIp={| 0 1 0 4.2)
0 0 -1

y més fécil de interpretar en términos geométricos que [R]g.
Ejercicio.
41

= Interprete geométricamente las potencias

([R1p)" =[RIp.[R]p...[RIp
(S —
nveces

= Esinmediato que det[R]p = —1. Explique por qué det[R]g = —1 también.

Las observaciones anteriores ponen de manifiesto que la clave para lograr una matriz asociada diagonal es encontrar una
base de vectores que se transformen en miiltiplos de ellos mismos.

Dada una matriz A € K", un escalar A € K es un autovalor de la matriz si existe un vector no nulo x € K"*! tal que
Ax=Ax (4.3)

Todo vector no nulo que verifica la relacién (4.3) se dice un autovector de la matriz A asociado al autovalor A.

Una propiedad que se desprende inmediatamente de la definicién es que los autovectores asociados a un autovalor, junto
con el vector nulo, constituyen un subespacio. Dejamos la demostracién formal como ejercicio.

Dada una matriz A € K'**", el conjunto de autovectores asociados a un autovalor, junto con el vector nulo, es decir
Sp={xeK™!: Ax = Ax}

es un subespacio de K"*!. Lo denominamos autoespacio asociado al autovalor .

Ejemplo 4.1
Dada la matriz
- 1 2 2
A=-— 2 -1 2
2 2 -1

buscaremos sus autovalores y autovectores. Para ello, planteamos la ecuacion (4.3) que los define y buscamos alguna
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equivalencia que nos permita avanzar:
Ax=Ax© Ax-Ax=0< (A-ADx=0 (4.4)

De acuerdo con la tltima expresién, el problema de hallar autovectores equivale a encontrar elementos no triviales
de Nul(A — AI). En principio, nada garantiza que existan tales elementos: podria ser Nul(A — A1) = {0}. Por lo tanto,
debemos elegir valores adecuados de A, para los cuales sea Nul(A — A1) # {0}, y esto equivale a que el determinante de
la matriz (A — A1) se anule. Ahora bien,

~1/3-1 213 2/3
det(A—AI) = det 2/13 -1/3-1 2/3
2/3 2/3 -1/3-A

=222 +2+1

=—A-DA+1)?

Por lo tanto, sélo eligiendo 1 =1 6 A = —1 la ecuacién (4.4) tendrd soluciones no triviales.

Si elegimos A = 1, los autovectores serdn las soluciones no triviales de

-4/3 2/3 2/3
(A-1Dv=0< 2/3 —4/3 2/3 |v=0
2/3 2/3 -4/3

con lo cual el autoespacio asociado al autovalor A = 1 resulta
Sy =Nul(A-11) =gen{[111]*}

De manera similar, al elegir A = —1 los autovectores serdn las soluciones no triviales de

2/3 2/3 2/3
(A+1Dv=0« | 2/3 2/3 2/3 |v=0
2/13 2/3 2/3

En este caso, la dimensién del espacio nulo es dos:
S_1=Nul(A+1)=gen{[-110]*,[-101]'}
Si consideramos la transformacion lineal que se asocia con la matriz
T:R— R T(x) = Ax

notamos que todos los vectores de S; permanecen fijos, mientras que los de su complemento ortogonal S_; se trans-
forman en su opuesto. Se trata, por lo tanto, de una reflexién con respecto al eje S;.

El argumento usado en el ejemplo 4.1 para encontrar los autovalores y autovectores tiene generalidad. Basindonos entonces
en la ecuacion (4.4), agrupamos las observaciones hechas.
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Dada una matriz A € K'**", son equivalentes
@ 1<K esun autovalor de A.
O Nul(A-AI) # {0}
© rango(A-AD<n

O det(A-AD=0

Como ya se vio en el ejemplo 4.1, det(A— AI) es un polinomio que tiene a A por indeterminada. Mds aun, de la definiciéon de
determinante se desprende que es un polinomio de grado n. Por ser de gran interés, recibe nombre propio.

Dada una matriz A € K"**", su polinomio caracteristico  es

pa(t) =det(A— 1)

Lo escribiremos usualmente en la indeterminada ¢ para evitar confusién con los autovalores.

Podemos ahora enunciar y demostrar algunas propiedades interesantes sobre los autovalores de una matriz a partir de su
polinomio caracteristico.

. Teorema4.l

Sea A e C™". Entonces
@ Los autovalores de A son las raices de su polinomio caracteristico p4().
@ Siempre es posible factorizar al polinomio caracteristico como
pa®=(=D" (=) (= A2) ... (£ = Ap)
donde los 1,15, ...,4,, € C son los autovalores de A (eventualmente repetidos).

© Atiene alo sumo 7 autovalores distintos.

Demostracion:
El enunciado @ es una consecuencia inmediata de la proposicion 4.2.

De las propiedades del determinante se desprende que

pa(t) =det[(-1)(tI— A)] = (-1)"det(tI - A)

y de acuerdo con el teorema fundamental del dlgebra, todo polinomio con coeficientes en C y grado n = 1 tiene n raices en C
(contando multiplicidades). Por lo tanto siempre es posible factorizar al polinomio caracteristico como

pa®) = (=D -2 (E—A2)...(£—Ay)

dondelos A1, A,,...,A, € C son los autovalores de A. Entonces A tiene a lo sumo 7 autovalores distintos. O
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Ejemplo 4.2

Consideremos la matriz asociada a una rotacién de dangulo g—’ con centro en (0,0). En la figura 4.1 se aprecian los

transformados de los vectores de la base canénica. Luego la matriz asociada para esta base es

1/2 —V/3/2
V3/2 1/2

T _ I
_ COs 3 senzg _

b4 b4
sen 3 ({0 1] 3

Antes de hacer cdlculos, podemos anticipar un dato sobre los autovalores basdndonos en las caracteristicas geomé-
tricas de la transformacién: ningtin vector (distinto del nulo) se transformara en un mdiltiplo real de si mismo al rotar
un éngulo de %. Luego los autovalores deben ser nimeros complejos. En efecto, el polinomio caracteristico es

pan == t+1=1- L53) (1 - 105

Llamando /3 /3
1+iv3 1-iv3
A= Ao =
2 2
los autoespacios correspondientes son
i —i
Sy, =gen 1 Sy, =gen 1
i)
€2
: Aey
sen ()
Aey — o (5) 1
: . |
! 3 |
3 3 | e T1
—sen (%) Cos (%)

. ) L . P
Figura 4.1: Rotaci6n de dngulo 3
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En este ultimo ejemplo, las raices del polinomio caracteristico son simples. Si en cambio observamos la factorizacién del
polinomio caracteristico para la reflexién del ejemplo 4.1, detectamos que A = 1 es una raiz simple mientras que A = —1 es
una raiz doble. Esto se vincula con el hecho de que hay una recta (dimensién 1) de vectores que permanecen fijos, mientras
que hay un plano (dimensién 2) de vectores que se transforman en sus opuestos. A lo largo del capitulo estudiaremos la
relacién que hay entre la multiplicidad de las raices del polinomio caracteristico y la dimensién del autoespacio asociado.
Comenzamos con una definicién.

Dada una matriz A € K™*”", para cada autovalor definimos su multiplicidad algebraica como su multiplicidad en
cuanto raiz de p4(?).

Notacioén: si A es autovalor de A, denotamos a su multiplicidad algebraica como m1;,.

Ejercicio.

4.2 Considere la matriz
2 1

1 2

A=

Encuentre los autovalores, indicando su multiplicidad algebraica y los autoespacios asociados.
Interprete geométricamente considerando la transformacién f: R?> — R?, f(x) = Ax.

A continuacion, indagaremos el polinomio caracteristico de una matriz A = [a;;] € K**? para establecer una relacion con
sus raices 11, A, € C, es decir con los autovalores de A.

pa(t) =det(A—tI)

ap —t a
—det| ™ 12
ay dzp—t
= 1? — (@11 + a) t+ (@11 Az — A12a21)

= —(trA) t+detA

(Esta expresién de p 4(f) se puede constatar en el ejemplo 4.2).
Por otra parte, desarrollando la expresion factorizada obtenemos

palt) = (t—A1) (£=A2)
= t2 —A1+A)t+ A A

De esta forma, igualando las dos expresiones obtenidas para p4(t), podemos establecer una relaciéon entre los autovalores
de una matriz y los coeficientes de su polinomio caracteristico.

Dada una matriz A € K2*2 con autovalores 1,1, € C
@ Su polinomio caracteristico es p4(f) = t2—(trA) t+det A
O detA=111,
Q trA=1;+1,
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Una pregunta que surge naturalmente en este contexto es si estas relaciones pueden extenderse de alguna forma a matrices
de mayor tamario. La respuesta es que, efectivamente, para cualquier matriz A € K™" la traza es la suma de los autovalores
y el determinante es el producto de los autovalores.

Dada una matriz A € K"*" con autovalores 11,15, ...,A, € C
Q detA=2A;-12--- Ay

Q trA=A1+2+...+ 1,

La demostracién del caso general usa las mismas ideas que para A € K?*2, aunque es mds exigente en cuanto a notacién y la
dejamos como ejercicio para los lectores interesados.

Ejercicio. Dada una matriz A € K'**" con autovalores A1, 1,,...,A, € C y adoptando para su polinomio caracteristico
la notacién pa(t) = (=1)"t" + a,_1 "' +...+ ai t + ap, demuestre que

1. a1 =CD"1trAd
2. ag=detA
3. trA= A1+ A +...+ A,

4. detA=21;-22---1,

Finalizamos esta seccién mencionando un concepto que abarca al de autoespacio como caso particular.

Dados un subespacio S de K™*! y una matriz A € K", se dice que S es un subespacio invariante por A si para todo
vector x € S se cumple que Ax € S.

Ejercicio. Demuestre que todo autoespacio de una matriz A € K"*"* es un subespacio invariante de iK"*!.

El ejemplo siguiente ilustra la diferencia que existe entre las nociones de autoespacio y subespacio invariante.
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T3

e3 = Aes

Figura 4.2: Rotacién de angulo % en torno del eje x3

Ejemplo 4.3

En R? consideramos una rotacién de 3 en torno del eje x3. Razonando como en el ejemplo 4.2, deducimos que la
matriz que representa este movimiento con respecto a la base canénica es

COS% —sen% 0 1/2 —V3/2 0
A=| senf¥ cos¥ 0 |=| V3/2 1/2 0
0 0 1 0 0 1

Antes de hacer ningtn célculo, podemos anticipar que el eje x3 serd un autoespacio asociado al autovalor uno. El
3
polinomio caracteristico es ¢

pa)=—(-1 (P —t+1)=—(t-1) (t_ 1+;\/§) (t_ 1—;@)

Llamando /3 /3
1+iv3 1-iv3
A= Az = Az=1
2 2
los autoespacios correspondientes son

i -1 0
Sy, =gen 1 Sy, = gen 1 Sy, = gen 0
0 0 1

Es claro que el plano x; x, no puede ser autoespacio, porque ninguno de sus vectores (distinto del nulo) se transforma
en multiplo de si mismo. Sin embargo, es un subespacio invariante. En efecto, llamando S al plano x; x,, tenemos que
S = gen{ej, e2}. Sus elementos son de la forma ae; + ez con a, B € R. Luego sus transformados son elementos del
mismo subespacio:

1/2 —V3/2 0 1 0
A(aer +Bex)=| V312 1/2 0 [|a| 0 [+8] 1
0 0 1 0 0

1/2 —V3/2

=a| -V3/2 |+ 1/2
0 0
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El eje x3, en cambio, es autoespacio y por ende subespacio invariante.

4Se trata de un polinomio con coeficientes reales. Por lo tanto, si un ntimero complejo es raiz, también lo es su conjugado: con esto se deduce
que al menos una raiz es un niimero real. Esto sefiala una notable diferencia con los movimientos en R2.

Ejercicio. Demuestre que la suma de autoespacios de una matriz A € K" es un subespacio invariante por A. ;Es
siempre esta suma un autoespacio?

Ejercicio. Demuestre que si A es una matriz con elementos en Ry A € C es un autovalor con un autovector asociado
v e C", entonces A es un autovalor con un autovector asociado v (es decir, con todos sus elementos conjugados).
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4.2 Diagonalizacion de matrices

Al comienzo de la seccién anterior habiamos considerado la reflexién con respecto a un subespacio y elegido una base
B adecuada para que la matriz asociada [R]p fuera diagonal. Dicha base contiene lo que llamamos autovectores. Con los
cambios de base, la relacion entre las matrices (4.1) y (4.2) es

[R]g = Cpe[RIp Cep = Cpg [Rlp (Cpg) ™" (4.5)

En esta seccidn generalizaremos esta idea, buscando para cada matriz A una matriz inversible P de modo tal que resulte
A= PDP~!siendo D una matriz diagonal. Veremos en qué condiciones es posible lograr esto. Para ello, daremos previamente
algunas definiciones.

Dadas las matrices A € K"y B e K'**", se dice que son semejantes si existe una matriz inversible P € K"*" tal que

A=PBp!

Evidentemente, las matrices [R] g y [R] g son semejantes: basta con observar la ecuacién (4.5) y considerar P = Cpp.
No es dificil extender este razonamiento para concluir que dos matrices [ f] B Y [f] p, asociadas a una misma
transformacioén lineal f con respecto a dos bases distintas son semejantes. En otras palabras: podemos interpretar
la semejanza de matrices como dos representaciones matriciales de una misma transformacion.

Alaluz de este tltimo comentario, es de esperar que las matrices semejantes tengan muchas propiedades y caracteristicas
en comun: las llamaremos propiedades invariantes por semejanza. Recogemos algunas de ellas en el teorema siguiente.

. Teorema4.2

Sean A € K"*" y B € K™ matrices semejantes, es decir que existe una matriz inversible P € IK"*" tal que A= PBP™!.
Entonces se cumple que

O pa)=ps(

@ Ay B tienen los mismos autovalores con igual multiplicidad algebraica.
© detA=detB

Q trA=trB

© rango A=rangoB

Demostracion:
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Para probar la parte @ usamos propiedades del determinante:

pa(t) =det(A—tI) =det(PBP™! - tI)
=det(PBP™' - tPP™ ') =det[P(B— tDP"|
= det(P)det(B - tI)det(P)
=det(B—tI) = pp(1)

De la igualdad de p4(1) y pg(f) se desprende inmediatamente @. Como en particular es p4(0) = pg(0), resulta det (A—01) =
det (B —01), con lo cual se deduce @. En cuanto a @, dado que pa(t) = pp(t) y usando la expresion que se da en la pro-
posicién 4.3, se deduce la igualdad de las trazas. La propiedad es vélida para matrices de K"*"*: para demostrarla se usa la
expresion del polinomio caracteristico enunciada al final de la seccién 4.1.

Para demostrar @ tenemos en cuenta que A es la matriz asociada, en base candnica, a la transformacion T'(x) = Ax. A su vez
B, por ser semejante, es la matriz asociada a T con respecto a otra base. Por ende, rango A = dim (Im T') = rango B.

a

Ejercicio.

4.3 Considere las matrices
1 1

0 1

1 0
0 1

A=

ly,=

= Compruebe que verifican todas las propiedades enunciadas en el teorema 4.2.

» Decida si son semejantes.

La definicién que sigue refleja la idea con que comenzamos este capitulo: buscar una base para la que la representaciéon
matricial de una transformacién sea diagonal.

Definicién 4.6

Una matriz A € K™*" se dice diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal.

Como primer ejemplo de matriz diagonalizable, retomamos la que ya fuera estudiada en el ejemplo 4.1.

Ejemplo 4.4
La matriz
-1 2 2
A=— 2 -1 2
2 2 -1

representa, en coordenadas con respecto a la base candnica, una reflexién. Consideramos una base formada por
autovectores asocidados, respectivamente, a los autovalores 1; =1, 1, = A3 =—1:

B={111,[-1101",[-1011"}

Siguiendo la ecuacién (4.5), proponemos una matriz P que sea el cambio de coordenadas de la base B a la base
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canodnica y una matriz diagonal D que representa a la reflexion con respecto a la base de autovectores:

-1 -1 1 0 0
P= 1 AD=(0 -1 0
0 1 0 0 -1

Con estos datos se comprueba por un cédlculo directo la semejanza de Ay D:

1 -1 -1 1 0 o], 1 1 1
PDP'=|1 1 o0 0 -1 o |=|-1 2 -1]=4
1 0 1 0 0 -1 -1 -1 2

Ejercicio.

4.4 Demuestre que la matriz A del ejemplo 4.2 es diagonalizable. Encuentre una matriz inversible P y una matriz
diagonal D de modo tal que sea A= PDP~!. ;Son tinicas?

El ejemplo y el ejercicio anteriores involucran matrices diagonalizables. Llegados a este punto nos preguntamos entonces si
toda matriz A € K"*" es diagonalizable. La respuesta serd negativa. Sin embargo, tenemos hasta ahora pocos elementos para
asegurar que no se puede diagonalizar cierta matriz: habria que probar que no es semejante a ninguna matriz diagonal. Para
simplificar esto, estableceremos una importante caracterizacion de las matrices diagonalizables.

. Teorema4.3

Una matriz A € K"*" es diagonalizable si y sélo si existe una base de K"*! formada por autovectores de A.

Demostracion:

Debemos probar una doble implicacién: comenzamos por el caso que ya se vio en los ejemplos, es decir, suponemos que
existe una base B = {vy, vy, ..., U5} formada por autovectores de A. Denotamos como A; a los autovalores correspondientes.
Es decir Av; = A;v; parai =1,2,...,, n. Proponemos entonces las matrices

P=| vy vo - vy D= : . :
0 - A,
La matriz P € K"*" es de rango n (;por qué?) y por lo tanto inversible. Si logramos probar que AP = PD, multiplicando a
derecha por P~! obtendremos A= PDP~! como queremos.

AP:A[ VI Vs -t Up
:[Avl Avy -+ Avy
=[ Mo Agwe o Agwy |
Ay e 0
=[ VT U2 Un :
0 An
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Reciprocamente, suponemos ahora que la matriz A es diagonalizable, es decir que A= PDP~! para cierta matriz inversible

P=|p1 p2 - pn
y cierta matriz diagonal
ay . 0
D =
0 e an

Probaremos que las columnas de P constituyen la base de autovectores buscada. En primer lugar, dichas columnas son
una base de K™*!, puesto que P es inversible. Falta ver que son autovectores de A. Para ello deducimos de A = PDP~! que
AP = PD, conlo cual

Apr Ap2 - Apn =[a1p1 QP2 + AnppPn

vale decir que Ap; = a;p; parai =1,2,...,n como queriamos. |
Usaremos este teorema para nuestro primer ejemplo de matriz no diagonalizable.

Ejemplo 4.5

Consideremos la matriz
4 1

0 4

A=

Su polinomio caracteristico es p 4(t) = (£ —4)?, de modo que su tinico autovalor es A, = 4 con multiplicidad algebraica
dos. Ahora bien, el autoespacio asociado es

Por lo tanto no existe una base de autovectores y la matriz no es diagonalizable.

0

Sp = gen{

Destacamos del ejemplo anterior que el autoespacio asociado al autovalor 1; = 4 es de dimensién uno: como no hay mads
autovalores, serd imposible construir una base de autovectores. Dicho de otra manera: dado que la multiplicidad algebraica
de 1; =4 es dos, habriamos necesitado que el autoespacio asociado tuviera la misma dimensién para poder diagonalizar.
Esta observacion se puede generalizar: una matriz es diagonalizable si y solo si la multiplicidad algebraica de cada autovalor
coincide con la dimension del autoespacio asociado.

Demostrar esta ultima afirmacién no es inmediato y lo haremos en varios pasos. Aunque algunas demostraciones son un
poco exigentes, creemos que serdn un buen repaso de los conceptos sobre autovectores y autovalores. Comenzamos con
una definicion.

Definicién 4.7

ada una matriz , para cada autovalor definimos su multiplicidad geométrica como la dimensioén de
Dad triz A € K™" d tovalor defi Itiplicidad t la d del
autoespacio asociado.

Notacion: si A es autovalor de A, denotamos a su multiplicidad geométrica como .
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. Teorema4.a
Dado un autovalor A de una matriz A € K™*", su multiplicidad geométrica es menor o igual que su multiplicidad
algebraica:
My =my
Demostracion:

Como es usual, denotamos mediante S, al autoespacio asociado al autovalor A. Abreviamos como p su multiplicidad geo-
métrica: yu = dim(Sy). Consideramos una base By = {vl, U2, ...y Uu} del autoespacio S, y la completamos para obtener una
base de todo el espacio K"*!:

B={v1,V2,... Uy e, Un}

La idea de la demostracién es pensar que la matriz A representa una transformacion lineal T : K" — K” con respecto a la
base canénica, es decir T'(x) = Ax. Estudiaremos la representacién matricial M de la misma transformacién con respecto a
la base B, o sea

M=[Tlg

por lo que Ay M son matrices semejantes. La matriz M, de acuerdo con la proposicién 2.5, tiene por columnas las coorde-
nadas con respecto a la base B de los transformados de los vectores de esa base. En el caso de los autovectores tenemos, para
i=1,..,u

T (i) =Av;=> [T )lp=Alvilp

donde [v;] g es una columna de ceros, salvo en la i-ésima posicién, donde hay un uno. De esta forma, las primeras p columnas
de M son

0 o0 A
0 0 0
0 o0 0
y la matriz M resulta
Al
M= ¢
0 D

donde el primer bloque A1 € K*** es una matriz diagonal con valor 1 en la diagonal. El resto de los bloques son matrices con
los tamafios adecuados !. Por ser Ay M semejantes, tienen igual polinomio caracteristico (teorema 4.2) y por ende

pa(t) = pu(2) =det(M — 1)

A-01 C

=det
0 D—tI

(El simbolo I debe interpretarse como una matriz identidad del tamafio adecuado). Se puede deducir de la definicién de
determinante (cualquiera que se haya estudiado), que en este caso equivale al producto de los determinantes de los bloques
diagonales:

pa(t) =det[(A—1t)I]1det[D — tI]
=A-tHdet[D-tI]

loe k#* (=) pe K (n-p)x(n-p) yoe K (=) xp
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La dltima expresion muestra al polinomio caracteristico de A como un producto de polinomios: el segundo de ellos se des-
conoce, por lo tanto la multiplicidad de A como raiz de p 4(¢) es al menosigual a i, como queriamos probar. |

. Teorema4.5

Sea A e K"*"" y sean vy, v, ..., Uy autovectores correspondientes a autovalores distintos. Entonces vy, vy, ..., v son li-
nealmente independientes.

Demostracion:
Llamamos A1, A, ..., A a los autovalores (todos distintos) de modo tal que

Avi=Ajv; i=1,..,r1

En primer lugar, el conjunto {v;} es linealmente independiente, porque v; no es nulo. Probaremos que se pueden agregar
sucesivamente todos los autovectores v», ..., v, obteniendo en cada paso un conjunto linealmente independiente. Para ello,
y razonando inductivamente, probaremos que agregar uno de estos vectores siempre produce un nuevo conjunto lineal-
mente independiente. Consideramos entonces que el conjunto {vy, ..., 5} es linealmente independiente (donde & podria ser
1,2,...,,r — 1); mostraremos que al agregarle un autovector se mantiene independiente. Planteamos una combinacién lineal
del conjunto {v1, ..., vy, Vr+1} que da cero

av+..+apvp+ap Ve =0 (4.6)

Multiplicando por Aj,,1 queda
A1 Ap 1V + et @pApe1 U+ @1 Ap1Vpe1 =0

Por otra parte, multiplicando (4.6) por la matriz A resulta
v+ +apApvp+apiAps1Vne1 =0
y restando miembro a miembro las dos tltimas ecuaciones obtenemos
a1 Apr— A1+t apAp —Ap) v =0
Como supusimos que {vy, ..., v} es independiente, debe ser
aiAps1—A)=0Vi=1,...,h

y por tratarse de autovalores distintos, deducimos que

a;=0Vi=1,..,h

lo cual reemplazado en (4.6) arroja

Ap1Vhe1 =0

de donde, al ser los autovectores no nulos,
ap+1=0

con lo cual hemos probado que la tinica solucién de la ecuacién (4.6) es la trivial @) = ... = a; = ap+1 = 0, de modo que
{v1,..., vn, Vp41} €s independiente. O
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Ejercicio. Demuestre que una matriz A € C™*"

lizable.

con todos sus autovalores de multiplicidad algebraica uno es diagona-

Si reunimos los resultados de los Gltimos teoremas 4.3, 4.4 y 4.5 resulta que para poder diagonalizar una matriz A € K™*" es
condicién necesaria y suficiente encontrar una base de autovectores. Ahora bien, sila matriz tiene r autovalores distintos 1;,
sus multiplicidades algebraicas m,, verifican

my, +my, +..+my =n

Sabemos que a cada autovalor A; corresponderan p,; autovectores independientes (que también serdn independientes del
resto de los autovectores). Como iy, < m,, resulta

R P

y la igualdad se daré si uy, = m,, para todo i = 1,...,r. Esta es la tunica forma de que exista una base de n autovectores.
Resumimos este argumento en el teorema siguiente.

. Teorema4.6
Una matriz A € C'**" es diagonalizable si y s6lo para cada autovalor coinciden sus multiplicidades algebraica y geo-
meétrica.
Ejercicio.
4.5 Considere la matriz
2 5 3
A= 5 2 c
0 0 -3

Decida para qué valores de ¢ € R es diagonalizable. Encuentre, en tales casos, una matriz inversible P y una matriz
diagonal D tales que A= PDP™!,

4.3 Potencias de matrices y polinomios matriciales

Comenzamos esta seccion retomando el ejemplo 4.2 de la rotacién en R?. Vamos a indagar qué ocurre al componer rotacio-
nes y como resulta la representacion matricial.

Ejemplo 4.6

Consideremos la rotacién de dngulo % con centro en (0,0). Si denotamos por f: R? — R? a esta transformacion lineal,
la matriz asociada con respecto a la base canénica es, como ya habiamos visto,

1/2 —V3/2 ]

T b/
Cos 3 sen 3

T b/
sen 3 Cos 3

A=111p= V32 172

La composicién de esta rotacién consigo misma es

(fof) @) =F[f)]
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y si usamos la representacién matricial resulta
(fof)(x)=A(Ax) =(A-A)x

Como ya habiamos sefialado en el capitulo 2, el producto de las matrices se corresponde con la composicién de las

transformaciones que representan. Por lo tanto, hemos de esperar que A.A sea la matriz que representa una rotaciéon
4 T, _om.

de angulo 3 + 3 =23:

-1/2 =v3/2
V312 =172

1/2 —v3/2
V312 1/2

1/2 —v3/2
V312 1/2

AA=

Para representar con generalidad esta clase de producto, adoptamos la notacién mads obvia.
Dada una matriz A € K"**" definimos para cualquier n € N su potencia n-ésima mediante

Al=1 A"=A-A---A
—_——
n veces

Ejercicio.
4.6 Considere la matriz que representa una rotacién de angulo 6

cosf —senf
senf cos0

y encuentre la forma general de A”. Interprete geométricamente.

El célculo de las potencias se simplifica mucho para el caso de las matrices diagonalizables. En efecto, dada una matriz
diagonalizable A € K**", sabemos que existen P inversible y D diagonal tales que A= PDP~!, con lo cual

A"=(pppP7Y)" = (pDP7Y)(PDPY)---(PDP}) = PD" P! 4.7)

nveces

y en la tiltima expresidn la matriz D" es una matriz diagonal con las potencias n-ésimas de los autovalores de A.

Ya mencionamos que las potencias de una matriz se asocian con la composicién de transformaciones lineales. En el ejemplo
siguiente veremos cOmo estas potencias pueden usarse en las aplicaciones para representar la repeticién de cierto proceso.
Los lectores interesados encontrardn més ejemplos de aplicaciones en [6] y [5].

Ejemplo 4.7

Consideremos que dos empresas lacteas abastecen de leche a cierta poblacién. Con el tiempo, parte de los clientes
cambian su preferencia por distintas razones (publicidad o costo entre otras). Buscamos modelar y analizar el mo-
vimiento de clientes entre los proveedores asumiendo, por simplicidad, que el ntimero total de clientes permanece
constante. Supongamos que al comenzar nuestro modelo las dos empresas, E; y E», controlan ay = % y by = % (res-
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pectivamente) del mercado. Definimos entonces un vector de estado inicial

2/3
1/3

ao

Xo =
bg

Estamos suponiendo que ninguna otra productora de leche interviene en el mercado, por eso se cumple que ag + by =
1. Supongamos que después de un mes la empresa E; halogrado mantener el 80 % de sus propios clientes y ha atraido
al 30% de los clientes de E,. Por otra parte, la empresa E, ha logrado atraer al 20% de los clientes de E; y conserva el
70% de su propia clientela. Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, pueden obtenerse las fracciones a; y
b; de clientes que tiene cada una de las empresas al cabo de un mes:

a; =0,8ap+0,3by
b1 =0,2a9+0,7bg

En forma matricial

a 0,8 0,3 ap

by 0,2 0,7 bo
—_— —,————

X1 A X0

La matriz A contiene la informacién sobre el intercambio de clientes entre ambas empresas. Si asumimos que esta
forma de intercambiar clientes se mantiene estable, podemos obtener una sucesion de vectores en R?

X1 = AXO
X2 = Ax1
X = AXg-1

donde cada x es el vector de estado al cabo de k meses. Esta sucesion puede expresarse en términos de las potencias
de Ay el vector de estado inicial xq:

X1 = Axo

X2 = Ax1 = AA)C() = AZX()

Xp=AXp—1 = AAXf_o =+ = Akxo

Calculemos las potencias de A aplicando diagonalizacién. Dejamos a cargo del lector verificar que

3 1 1 0
A=PDP™! con P= y D=
2 -1 0 0,5
Usando la férmula (4.7) podemos calcular sus potencias como
3 1 1 0 0,2 0,2
Ak =ppkp~l = v
2 -1 0 (0,5) 0,4 -0,6

El aspecto mds interesante es la posibilidad de predecir el comportamiento de un sistema (en este caso el compor-
tamiento del mercado lacteo) a largo plazo. Esto significa preguntarnos qué ocurre con xj; cuando consideramos un
numero grande de periodos de tiempo (meses en este caso). Cuando k tiende a infinito, la matriz DF tiende % a

1 0
0 0

D* =
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y por lo tanto podemos anticipar el comportamiento de la sucesion de matrices AF:

0 0,6 0,6
lim AK=p pl=
k—o0 0 0,4 0,4
Por lo tanto resulta
0,6 0,6 2/3 0,60
x* = lim x; = lim A¥x = =
k—o0 —00 0,4 0,4 1/3 0,40

El vector limite x* indica que, si se cumplen las suposiciones que hicimos, las empresas E; y E, tenderdn a controlar
el 60 % y el 40 % del mercado respectivamente.

“Entendemos que este limite es intuitivamente claro y omitimos su definicion formal. Tan s6lo mencionamos que se puede usar la norma de

matrices que induce el producto interno del ejemplo 3.2, con la cual el limite pk — p* significa que HDk —D*|| — 0 conforme k — co.

Ejercicio. Compruebe que en el ejemplo anterior el vector limy_., xi es independiente de cuél sea el vector de estado
inicial.

Sugerencia: considere xg = donde0=<a<1

A continuacién indagamos si es siempre posible encontrar un limite para una sucesién de matrices o de vectores.

Ejemplo 4.8

Consideramos

0 1/2

Se trata de una matriz diagonalizable:

1 2 2 0
A=PDP™! con P= y D=
0 1 0 1/2
Luego
Dk~ 20
0 @@/2f

Como no existe el limite de 2 cuando k — oo, no podemos hallar un limite para la sucesién de matrices AX.
Observamos cémo la convergencia de una sucesién de matrices depende de los autovalores de A.

Dado un vector v € R?, ;qué ocurre con la sucesién de vectores A*¥v? Consideremos en primer lugar el caso de los
autovectores de la matriz:

= Si v es un autovector asociado al autovalor 2, no existe el limite de la sucesion de vectores. En efecto, para este
caso es Aky =2ky,

= Sien cambio v es un autovector asociado al autovalor 1/2 resulta limy_.o, Aky = limg_oo (1/ kv =o.
= En el caso general, los vectores v € R? pueden escribirse en la forma

1
0

2
1

v=a

+p
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para a y f adecuados. Por lo tanto

1
0

2

k
+pPA
h 1

ARy = qA*

o] o)

Entonces, la sucesion de vectores A¥v serd convergente siy s6lo @ = 0, es decir si v pertenece al autoespacio asociado
al1/2.

Ejercicio.

4.7 Encuentre, si es posible, limy_.o, A¥v parave R?y A=

2/3 1
0 1|

La definicién que sigue contiene a las potencias de matrices como un caso particular.

Definicion 4.9

Dados un polinomio p(#) = a t*+ ap_1 1t +ait+agcona; €R(E=0,1,... k), ar # 0 y una matriz A € K™*", el
polinomio matricial p(A) es
p(A) = ar A+ a1 AF L+ a A+ aol

Ejemplo 4.9

Consideramos en R? la reflexién con respecto a un plano S, como en la figura 3.13. Su complemento ortogonal es
St = gen{u}, donde u es un vector que por sencillez elegimos de norma 1. De acuerdo con la definicién 3.18, H =
I-2(uu') es la matriz (de Householder) asociada a la reflexion con respecto a S. A su vez (uu') es la matriz asociada
ala proyeccién sobre S* (;por qué?). Si definimos el polinomio

pt)=-2t+1

de acuerdo con la definicién de polinomio matricial es H = p (uu').
Por ser (uu') la matriz asociada a una proyeccion, sus autovalores son 0 y 1. Notablemente, al evaluar p(t) en ellos

p)=-2-0+1=1 A pl)=-2-1+1=-1

obtenemos los autovalores de la reflexién. Mds atin, para (uu') el autoespacio asociado al 1 es St y pasa a ser el
autoespacio asociado a p(1) = —1 en la matriz H. Lo mismo ocurre para el autoespacio asociado al 0.

Demostraremos que la relacion sefialada en el ejemplo no es casual.
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. Teorema4.7

Dados un polinomio p(#) = ax e

+..+at+apcona; eR(i=0,1,..,k), ar #0yunamatriz A e K"

@ Si A es autovalor de A, entonces p(A) es autovalor de p(A).
Ademads, si v es autovector de A asociado a A, también serd autovector de p(A) asociado a p(A).

© Para cada autovalor w de p(A) existe un autovalor A de A tal que p(A) = w.

Demostracion:

El caso en que k = 0, es decir con p(f) = ay es inmediato y se deja como ejercicio. En lo que sigue suponemos k = 1.

Para probar @, consideramos que v es un autovector de A asociado al autovalor A. Vale decir que Av = Av. Razonando
inductivamente, llegamos a que para cualquier k € N: Ay = 1¥y. Demostraremos entonces que p(A) es autovalor de p(A) y
que el mismo v es un autovector asociado:

plA)-v= (akAk tap A v a At aol) v
— k k-1
=airA"v+a AV v+ @ Av+aply
= ak/lkv+ak,l/lk_lv+...+a1/lu+aov

= (ak/lk + ak_l/lkfl +..+ta A+ ao) v=pAd)-v

En cuanto a @, definimos un polinomio ¢(f) = p(t) — w. Probaremos en primer lugar que la matriz g(A) = p(A) —wI es
singular. En efecto, sea v un autovector asociado al autovalor w, entonces se tiene

qA)-v=[pA-wllv=pArv-wlv=wlv-wlv=0
Por otra parte, g(t) admite una factorizaciéon de la forma
g)=ax(t—t)E—-1)--- (-1

con t; € C (i = 1,2,...,k). Una consecuencia inmediata de la definicién de polinomio matricial es que si un polinomio se
factoriza como r(t) = r1(f) - r2(t) entonces para cualquier matriz cuadrada A es r(A) = r1 (A) - r2(A). Con esto llegamos a

qA)=ar(A-—nD(A- D (A- 1]
y aplicando determinante a esta matriz que ya sabemos singular resulta
0=detq(A) = (ar)" det(A—t1 ) det(A—t,1)---det (A— tx])
Entonces, al menos uno de estos factores debe anularse. Llamemos ¢* al valor para el cual
det(A-t*1)=0
Esto significa que ¢* es un autovalor de Ay que
q(t*)=0=pt") -w

conlo cual p(t*) =wy t* es entonces un autovalor de A que se transforma en . O
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@ Al usar las propiedades @ y @ juntas, podemos concluir que calculando w = p(A) para cada autovalor A de A,
se agotan todos los autovalores w de p(A). Sin embargo, esto no implica una preservacién de las multiplicidades
geométricas ni algebraicas.

Ejemplo 4.10
La matriz
1 1 0 0
0 1 0 0
A=
0 0 -1 1
0 0 0 -1

tiene dos autovalores 1; =1y A, = —1, ambos de multiplicidad algebraica dos:
det(A—tD) = (1-1)*(-1-1)?
Sin embargo, las multiplicidades geométricas son ambas uno:
Sy, =gen{[1000]‘} S;,=gen{[0010]"}

Al considerar el polinomio p(t) = t* — 2¢2 resulta
p(A) = A'—24% =

que tiene un autovalor w = p(A1;) = p(12) = —1 de multiplicidad algebraica y geométrica cuatro:
det(A-tD=(-1-p* S,=R*

Por lo tanto, en este caso la matriz no diagonalizable A se transformé en la matriz diagonalizable p(A).

T 0
Ejercicio. Demuestre que la matriz A = [ 0 no es diagonalizable y que sin embargo A? lo es.

Ejercicio.

4.8 Sea A€ R3*3 que verifica
= A esinversible.
» A% +2Aessingular.
s dim[Nul(A-30)]=2

Encuentre los autovalores de Ay decida si es diagonalizable.
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Ejercicio.

4.9 ;Existen una matriz A € K" y un polinomio p € & tales que A es diagonalizable pero p(A) no lo es?



Esta pdgina fue dejada intencionalmente en blanco



Matrices simétricas y hermiticas

5.1 Matrices ortogonales y unitarias

Comenzamos este capitulo sefialando algunos aspectos de la reflexién con respecto a un subespacio. En el ejemplo 3.20
habiamos obtenido, para la reflexién con respecto a un plano de R3, la siguiente matriz asociada con respecto a la base
canoénica:

1 9 6 2
A= I 6 -7 -6 (56.1)
2 -6 9

Queremos sefialar dos propiedades de esta matriz:
1. Essimétrica: A= A’.

2. Es involutiva: A? = I, lo cual puede anticiparse por las caracteristicas de la reflexién y comprobarse por un célculo
directo.

Usando estas dos propiedades podemos afirmar que
AtA=1

Ya habiamos mencionado (al estudiar la descomposicién QR en el teorema 3.14) que si esto ocurre es porque las columnas
de A son una base ortonormal de Col A. Dado que las columnas de A son los transformados de los vectores de la base cané-
nica, destacamos que en esta reflexion la base candnica se transforma en otra base ortonormal.

Convencion

En todo este capitulo, siempre que se mencionen R” y C” como espacios con producto interno, se entendera que es
el producto interno canénico como se lo defini6 en 3.1 y 3.5 respectivamente.

La definicién que sigue amplia la idea anterior a los C espacios.
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Una matriz P € C"*" se dice unitaria si verifica
pip=ppH=]

o, de manera equivalente, si P/ = p~1,
En el caso particular de una matriz unitaria P € R"*" resulta

P'p=ppPi=]

y se dice que P es una matriz ortogonal.

Ejercicio.
= Demuestre que si una matriz P € K’**"* es unitaria entonces P también lo es.

= Demuestre que el producto de matrices unitarias es una matriz unitaria.

El teorema que sigue establece formalmente lo que ya habiamos sefialado acerca de las columnas ortonormales. Se enuncia
para matrices en C"*" y entre paréntesis puede leerse la version para matrices en R™*".

. Teorema5.1

Sea P € C"*"* (P € R™™"™). Son equivalentes:
© P es unitaria (ortogonal).
@ Las columnas de P forman una base ortonormal de C” (R").

© Las filas de P forman una base ortonormal de C” (R").

Demostracion:
Sélo demostraremos el caso en que P es unitaria, ya que el caso en que la matriz es ortogonal se deduce empleando los
mismos argumentos.

En primer lugar, para probar que @ = @, el argumento es el mismo que se uso en el teorema 3.14 al estudiar la descompo-
siciéon QR.

Reciprocamente, si las columnas de P forman una base ortonormal de C", entonces PHp = [ Ahora bien, esto significa que
la matriz P eslainversa de P. ! Luego P = P~ y porlo tanto @ = @.

Para probar las restantes equivalencias, alcanza con demostrar que @ < @. Suponiendo en primer lugar que vale @, es decir
que P es unitaria, entonces P! también es unitaria (jpruébelo!) con lo cual, apelando a @ resulta que sus columnas son una
base ortonormal. Pero las columnas de P’ son las filas de P y por ende @ = @.

Reciprocamente, si las filas de P forman una base ortonormal de C", entonces las columnas de P! forman una base ortonor-
mal. Apelando a @ deducimos que P! es unitaria y luego P es también unitaria. Esto prueba que @ = @. d

1Una propiedad de las matrices cuadradas es que BA= I = B = A™!, es decir que alcanza con ser inversa por izquierda para ser la inversa (ver [4]).
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Al comienzo de esta seccién estudiamos un ejemplo de la reflexién y su representacién matricial. Por tratarse de un movi-
miento debe preservar la norma de los vectores y los dngulos: veremos a continuacién que cualquier transformacién deter-
minada por una matriz unitaria verifica estas propiedades.

. Teorema5.2

Sea P € C"*"* una matriz unitaria. Entonces vale lo siguiente:
Q (Pu,Pv)=(u,v) para todos u, v e C".
O |IPull = |ul para todo ue C".
© Si A eC esun autovalor de P, entonces |A| = 1.

Q |detP|=1

Demostracion:
Para demostrar @ usamos la definicion del producto interno canénico:

(Pu,Pv) = (Pu)HPv =uflpHpy=yfy= (u,v)

La propiedad @ es una consecuencia de @ y la dejamos como ejercicio.
Sea A € C un autovalor de P. Vale decir que existe un vector no nulo v € C” tal que Pv = Av. Luego, usando @y teniendo en

cuenta que || v| # 0 tenemos que
vl =1Pvii=I1Allvii=1Al=1

De acuerdo con la proposicion 4.4, el determinante de una matriz es el producto de sus autovalores contando multiplicida-
des. Como en este caso se trata de autovalores de médulo uno, resulta la propiedad @. |

Ejercicio. Demuestre la propiedad @ del teorema 5.2 teniendo en cuenta que det (PPH) = det 1.
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5.2 Diagonalizacion de matrices simétricas y hermiticas

En esta seccién estudiaremos una clase de matrices diagonalizables de especial interés: las matrices simétricas y su genera-
lizacién a C espacios.

Definicién 5.2

Una matriz A € C"*" se dice hermitica si verifica
Afl=4

nxn

En el caso particular de una matriz hermitica A € R"*" resulta

A=A

y se dice que A es una matriz simétrica.

Ejercicio. Demuestre que los elementos de la diagonal principal de una matriz hermitica son siempre ntimeros reales.

Ejemplo 5.1

Consideremos la siguiente matriz simétrica

Su polinomio caracteristico es
palt) =t>—2t-8=(t—4)(t+2)

con lo cual sus autovalores son A; =4y A, = —2. En cuanto a los autoespacios, estos son
Sy, =gen{[l —-11'} Sy, =gen{[1 11}

Entonces definiendo vy = [1 — 1]y v, = [1 1]’ resulta B = {v;, 15} una base ortogonal de RZ2. Si ademds normalizamos
estos vectores obtenemos una base ortonormal de R? compuesta por autovectores de A:

B_{vl vg}_{ 1 1f[1 1f}
loall vzl V2 V2l 'lve v2
Si ahora consideramos las matrices
| uv2 1v2 p| 4 O
T cuvz o uvz | Y 0 -2
resulta que P es ortogonal y
A=PDP ' =pDP! (5.2)

Observamos que A no sélo es diagonalizable, sino que ademds hemos podido elegir la matriz de autovectores que
aparece en su diagonalizacién de forma que sea ortogonal.
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Ejercicio.

5.1 Considere la matriz asociada a la reflexion (5.1) presentada al comienzo de este capitulo y encuentre una diagona-
lizacién como en (5.2), es decir, con la matriz P ortogonal.

Sugerencia: en lugar de hacer los cdlculos del polinomio caracteristico y autoespacios, se pueden conocer sus autovalo-
res y autovectores asociados considerando la interpretacién geométrica del ejemplo 3.20.

Ejemplo 5.2

Consideremos ahora la matriz hermitica

cuyo polinomio caracteristico es
palt) =2 =2t=1t(t-2)

y sus autovalores son 1; =2 y A, = 0, ambos reales. En cuanto a los autoespacios, estos son
Sy, =gen{li 11"} Sy, =gen{[-i 11"}

con lo cual, llamando v; = [i 1]’ y v» = [-i 1]! resulta B = {v;, 13} una base ortogonal de C2. Si ademds normalizamos
a estos vectores obtenemos una base ortonormal de C?> compuesta por autovectores de A:

B_{ 14} %] }_{ i 1 ¢ i l]t}
loall” Nzl V2 V2l Ve V2
Considerando entonces las matrices
P iz —ilv2 Do 0
Tluve 1uy2 “lo o
resulta que P es unitariay
A=PDp™'=pppH (5.3)

En este caso hemos podido elegir la matriz de autovectores de forma que sea unitaria.

Las diagonalizaciones (5.2) y (5.3) serdn de especial interés y llevan nombre propio.

Definicién 5.3
= Una matriz A € R"*" se dice diagonalizable ortogonalmente si existen P € R"*" ortogonal y D € R*" diagonal

tales que
A=PDP! (5.4)

= Una matriz A € C"™*" se dice diagonalizable unitariamente si existen P € C"*" unitariay D € C"*" diagonal tales
que
A=PDP" (5.5)

Es obvio que toda matriz diagonalizable unitariamente es, en particular, diagonalizable. Ademads, por lo que ya sabemos so-
bre diagonalizacién de matrices, las columnas de la matriz P son autovectores de A. Queda claro que si A es diagonalizable
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unitariamente, entonces existe una base ortonormal de C” compuesta por autovectores de A.

Por otra parte, si es posible hallar una base ortonormal de C"” compuesta por autovectores de A, es inmediato que podemos
factorizar A en la forma (5.5): formamos P poniendo como columnas los autovectores de A que componen la base ortonor-
mal y D poniendo los autovalores de A en la diagonal y cero en el resto.

Estos mismos argumentos pueden adaptarse para el caso de matrices reales. En conclusién

. Teorema53

Una matriz A € C"*" (A € R™*") es diagonalizable unitariamente (ortogonalmente) si y sélo si existe una base orto-
normal de C" (R") compuesta por autovectores de A.

El teorema siguiente ratifica la generalidad de los comentarios hechos en los ejemplos 5.1 y 5.2.

Teorema 5.4 (Espectral) |

Sea A € C"*" una matriz hermitica. Entonces vale lo siguiente:
@ Todos sus autovalores son niimeros reales.
@ Autoespacios asociados a diferentes autovalores son mutuamente ortogonales.
© Es diagonalizable unitariamente.

O Siademds AeR"™ ",y es por lo tanto simétrica, A es diagonalizable ortogonalmente.

Demostracion:
En lo que sigue, usaremos la siguiente propiedad de las matrices hermiticas, vélida para u, v € C™:

(Au,v) = (u, Av)

que se explica como sigue:
(Au,v) = (Aw v =u" A"y = uf Av = (u, Av)

Para demostrar @), consideremos un autovalor A de A. Sea v un autovector asociado a A. Entonces, por una parte es
(Av,v) = (Av,v) = A(v, V)

mientras que también tenemos
(Av,v) = (v, Av) = (v, AV) = A(v, V)

Luego Z(v, v) = A(v, v) y por ser (v, v) # 0 resulta 2 = A. Entonces A es necesariamente real.

Para demostrar @), consideremos 1y w dos autovalores distintos de A. Para probar que S, L S,, bastara con ver que si u € Sy
yveS, entonces (u, v) = 0. Teniendo en cuenta que A, w € R:

Alu, v) = (Au,v) = (Au, v) = (u, Av) = (1, wv) = w(u, v)

Conlo cual (1 - w)(u, v) =0yal ser (1 —w) # 0 sigue el resultado.

Omitimos la demostracion de @ y @. El lector interesado podra encontrar los detalles en [4]. a
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5 o 3 Formas cuadraticas

Seguramente nuestros lectores han estudiado la funciéon homografica
1
() =—
! X

Su grafico, que se aprecia en la figura 5.1, es usualmente conocido como hipérbola equildtera’ y queda caracterizado por la
ecuacion

x-y=1
que, a primera vista, no parece tener mucha relaciéon con la ecuacién canénica de las hipérbolas

xZ y2 B
2 !

;Se trata realmente de una hipérbola? Veremos que si, que la curva grafico de la funcién f es efectivamente una hipérbola: lo

que sucede es que sus ejes principales estdn rotados con respecto a los ejes x e y.

M)

Y2 Y1

627

by ' f

;€] Ty

Figura 5.1: Hipérbola equilétera

Comenzamos por adoptar la notacién a la usual de R”: es decir que estudiaremos la ecuacion
X1-Xx2=1
a la que podemos escribir como un producto de matrices adecuadas (jcomprobarlo!):

0 1/2
1/2 0

X1
X2

[x1 x2] =1

A

23e suele denominar “equilateras” a las hipérbolas cuyas asintotas son perpendiculares.
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y destacamos que la matriz A es simétrica. Por lo tanto, y de acuerdo con el teorema espectral 5.4, es diagonalizable ortogo-
nalmente. Es decir, existe una base ortonormal B = {b;, b} cuyos vectores podemos expresar como columnas de una matriz
P de modo tal que A= PDP?, siendo D una matriz diagonal:

1/vV2 -1/V2
1/vV2  1/V2

Con esto, la ecuacién anterior adopta la forma

1/vV2 1/V2
-1/vV2 1/V2

1/2 0

A=
0 -1/2

x'Ax=1ox'PDP'x=1o (P'x)' D(P'x) =1

La matriz P expresa el cambio de coordenadas de base B a base canénica, es decir P = Cgg. Por ende Cgp = P~! = P!, De
esta forma, la expresion P’ x indica las coordenadas del vector x con respecto a la nueva base de autovectores. Adoptamos la
notaciéon

»N
Y2

con lo que la ecuacién original en coordenadas candnicas equivale, en coordenadas con respecto a la base B, a la ecuacion

Ptx:y:

I, 1,
vy
2)’1 2)’2

1/2 0

‘Dy=1 t
y =y °Y 0 -1/2

y=1le

que reconocemos como la ecuacién canénica de una hipérbola.

La exposici6én anterior pretende poner de manifiesto la importancia que tienen las expresiones de la forma x’ Ax y los cam-
bios de coordenadas que admiten. La definicién que sigue permitird generalizar estas ideas.

Definicién 5.4
Una forma cuadrdtica en R" es una funcién Q : R” — R que se puede expresar en la forma
Qx) =x"Ax

siendo A € R™* " una matriz simétrica.

Veamos algunos ejemplos de formas cuadraticas.
Ejemplo 5.3
La funcién que a cada vector de R” le asigna el cuadrado de su norma, esto es,
Q:R" —R, Q) = |lx|I*

es una forma cuadratica pues Q(x) = xtIx.

Ejemplo 5.4

Sea Q:R?* — R, Q(x) = x’Ax con
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Un sencillo célculo muestra que Q(x) = 4xf + 3x§. En general, si A = [a; j] € R™" es una matriz diagonal se tiene que

2 2 2
QX) = anxi + ..+ ApuXy =Y QiiX;
l<isn

A este tipo de forma cuadrética se la denomina forma diagonal o sin productos cruzados.

Ejercicio.

5.2 Decida si una forma cuadratica Q(x) = x Ax define una transformacion lineal de R” — R.

Ejemplo 5.5
Sea Q:R® - R, Q(x) = x’Ax con
5 1 -2
A= 1 -2 3
-2 3 -1

Efectuando el producto x! Ax obtenemos (jverificarlo!)
Qx) = Sxf +1x1x2 —2x1X3+ 1X2X7 — 2x§ +3XpXx3 —2Xx3X1 +3X3X2 — 1x§

que es la sumatoria de todos los posibles productos x;x; multiplicados por el correspondiente coeficiente a;; de la
matriz A, es decir

QW)= Y ajjxixj

1<i,j<3

Como la matriz A es simétricay x;x; = x;x;, podemos reducir la expresion de Q(x) a
Qx) = Sxf +2:-1x1X2—2-2X1 X3 —2x§ +2-3x3Xx3 — lxg

con lo cual s6lo aparecen términos de la forma x;x; con i < j multiplicados por a;; sii = jypor2-a;;sii < j. Enotras
palabras
2
Qx) = Z a;;ix;+2 Z aijXiXj

1<i<3 1<i<j<3

El argumento del ejemplo anterior se generaliza sin dificultad para dar la expresion general de una forma cuadrética.

Dada una forma cuadratica Q : R” — R, Q(x) = x! Ax con A= [aij] € R™™ simétrica, su expresion es

Qx) = Z al—,-xf+2 Z aijXiXj

1<isn l<i<j<n
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Ejercicio.
5.3

= Obtenga la expresién de la forma cuadratica Q : R - R, Q(x) = x’ Ax siendo

2 1/2 -1
A= 1/2 3 0
-1 0 3

= Dada la forma cuadratica Q: R’ R, Qx) = Zx% +3X1X — X1 X3 + 4x§ —2Xp X3 — x% encuentre una matriz simétrica

A€ R3*3 de forma tal que sea Q(x) = x" Ax.

Ejemplo 5.6
Sea una funcién Q : R? — R definida mediante Q(x) = x’ Bx con

5 1
-4 -2

B=

Aparentemente Q(x) no es una forma cuadrética, pues B no es simétrica. Sin embargo si lo es, ya que
— 42 2 _ .2 2 _ .t
Q(x) =5x7 + x1x2 —4x2Xx1 —2x5 = 5x] —3X1 X2 — 2x5 = X" AX
donde

5 -=3/2
-3/2 -2

El tltimo ejemplo sugiere que cualquier expresién de la forma x”Bx define una forma cuadratica. Veamos que es efectiva-
mente asi: dada una matriz arbitraria B € R"*" definimos

Q:R" >R, Q(x)=x'Bx

Entonces

x'Bx=(x'Bx)" = x'B'x=2Q(x) = x'Bx+x'B'x=x' (B+B') x

y por lo tanto

Q(x)—xt(BJrBt)x
- 2

2.0 t . . 7 .
de modo que Q(x) es una forma cuadratica, porque (B *'ZB ) es una matriz simétrica.

Ahora que ya hemos establecido las definiciones bésicas, mostraremos con un nuevo ejemplo que mediante un cambio de
variable adecuado es posible transformar una forma cuadratica con productos cruzados en una forma diagonal.
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Ejemplo 5.7
Consideramos la forma cuadrética Q : R? — R, Qx) = fo —2X1X2 + 2x§. Es decir,

-1

— !
Q=x| .,

X

A

Podemos realizar un cambio de variable adecuado para que, en coordenadas con respecto al nuevo sistema de re-
ferencia, no tenga términos de producto cruzado. Para ello, realizamos una diagonalizacién ortogonal de la matriz

11 -1 1 0] 1 11
_ L (5.6)
V21 1 03| 2| -1 1
P D pt

Luego la expresion de Q(x) puede escribirse como
Q) =x'PDP'x=(P'x)' D(P'x)
y con el cambio de variables y = P! x equivale a

Q) =y'Dy =y} +3y3

Como la diagonalizacién ortogonal puede aplicarse a cualquier matriz simétrica, el método aplicado en el ejemplo anterior
tiene generalidad.

1 5.5 (de los ejes principales)

Sea A € R una matriz simétrica. Entonces existe un cambio ortogonal de variable x = Py (con P € R"*" ortogonal)
que cambia la forma cuadrética Q(x) = x’ Ax en una sin productos cruzados, es decir,

Qx)=Q(y) =y'Dy

con D € R diagonal. Ademas, los elementos de la diagonal de D son los autovalores de A ylas columnas de la matriz
P son autovectores de Ay forman una base ortonormal de R”.

Demostracion:
Con el objeto de simplificar la expresion de Q(x), es decir, de eliminar los términos de la forma x;x; con i # j, consideramos
el cambio de variable x = Py con P inversible:

Q) = x"Ax = (Py) A(Py) = y'(P'AP)y = Q(y)

Como queremos que Q(y) esté libre de productos cruzados, debemos elegir P de modo tal que la matriz D = P'AP sea
diagonal. Esto siempre es posible dado que A, por ser simétrica y de acuerdo con el teorema espectral 5.4, es diagonalizable
ortogonalmente. Es decir, existen P ortogonal y D diagonal tales que A = PDP!. Entonces, tomando tal P (cuyas columnas
son autovectores de A y forman una base ortonormal de R") y efectuando el cambio de variable x = Py, tenemos que

Q(x) = x' (PDP") x=(P'x)'D(P'x) = y' Dy =11 y* + ... + Ay ¥% = Q)

siendo A1,...,1, los autovalores (todos reales) de A. a
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Al realizar el cambio de variables x = Py para eliminar los productos cruzados, hemos adoptado una base ortonormal B =
{b1, b, ..., by} (y por ende un sistema de ejes) donde la variable y representa las coordenadas de x (y = [x]g) de modo tal que
la expresion de Q(x) en términos de esas coordenadas carece de productos cruzados. Por esta raz6n a las rectas que generan
los vectores de la base B se las denomina ejes principales de la forma cuadratica.

® Para construir la matriz de cambio de base P, lo usual es ordenar la base B de modo que resulte det P = 1, pues de
esa manera el sistema de ejes ortogonales definidos por las columnas de P se obtiene rotando el sistema de ejes
cartesiano original.

5.4 Conjuntos de nivel

Comenzamos esta seccién retomando el tltimo ejemplo, para ilustrar una aplicacién del teorema de los ejes principales 5.5.

Ejemplo 5.8

Consideramos nuevamente la forma cuadrética Q : R> — R, Q(x) = fo —2X1X2 + 2x§ del ejemplo 5.7. Por ser una
funcién de R?> — R, su grafico es una superficie en R3, como se aprecia en la figura 5.2a. En este contexto, la ecuacién

fo —2xX1Xx2 + 2x§ =4 Qx)=4 (5.7

puede leerse como la pregunta “;Cudles son los elementos [x; x2] del dominio de Q cuya imagen es 4?”. De acuerdo

con el teorema de los ejes principales 5.5, y como ya vimos en el ejemplo 5.7, podemos realizar un cambio de variable

adecuado para que la ecuacion (5.7), en coordenadas con respecto al nuevo sistema de referencia, no tenga términos

de producto cruzado. Elegimos entonces una base B = {b;, b»} formada por las columnas de la matriz P con que
1/v2 l ~1/v2

diagonalizamos A en (5.6):
B =
{ 1/v2 1/vV2 }

. . t .
Es decir que, considerando coordenadas [y; y2] con respecto a la base B, los puntos que buscamos deben verificar
la ecuacion

2 2

~ y Y
Q(x)=4©Q(y)=4©y%+3y§=4©2—é+ 222=1

(&)

En el nuevo sistema de referencia, resulta claro que los puntos de R? que verifican la restriccién constituyen una
elipse, como puede verse en la figura 5.2b.

Destacamos que la nueva base se obtiene mediante una rotacién de la base canénica, porque det P = 1.
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D)
Y2 1
€2

by |
bl

'6’1

1

(a) Gréfico de la funcién Q (b) Conjunto de nivel Q(x) =4

Figura 5.2: Forma cuadratica Q : R — R
Ejercicio.
5.4 Considere la ecuacion fo —2x1% + 2x§ = k'y describa los conjuntos solucién para distintos valores de k € R.

En el ejemplo anterior hemos indagado el conjunto de puntos del dominio para los que una forma cuadratica alcanza cierto

valor dado: este conjunto tiene nombre propio.

Dada una forma cuadratica Q : R” — Ry dado un ntimero k € R, el conjunto de nivel k es el conjunto de puntos de R”

para los cuales Q toma el valor k. Adoptando la notacién 44 (Q), resulta

He(Q = {xeR": Q(x) = k}

® Aunque nuestra atencion se centra en las formas cuadrdticas, el concepto de conjunto de nivel puede extenderse

sin modificaciones a cualquier funcién de R” — R.

Ejercicio.
5.5 Dadala forma cuadratica Q : R* — R, Q(x) = x¥ — 8x; x, — 5x3, estudie y describa A7 (Q), A-1(Q) y A(Q).
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9.5 Signo de una forma cuadratica

La forma cuadrética definida en el ejemplo 5.8 tiene un gréfico que se aprecia en la figura 5.2a: queremos destacar que para
cualquier elemento del dominio R?, excepto el vector nulo, el valor de la funcién es positivo. Si en cambio consideramos la
forma cuadrética

Qix) =xf - x5 (5.8)

cuyo gréfico se ilustra en la figura 5.3a, en cualquier entorno del (0,0) existen puntos para los que es positiva (por ejemplo
los (x1,0) con x; # 0); pero también existen puntos para los que es negativa (por ejemplo los (0, x2) con x, # 0). Si ahora
definimos la forma cuadratica

Qa(x) = x§ (5.9)

podemos apreciar en su grafico de la figura 5.3b que para cualquier punto es Q2 (x) = 0. Ademds, la funcién vale 0 en todos
los puntos del eje x».

(a) Grafico de Q; (b) Gréfico de Q2

Figura 5.3: Formas cuadrdticas y su signo

A continuacion, clasificamos las formas cuadréticas segtin el signo que adoptan.
Definicién 5.6
Dada una forma cuadratica Q : R” — R, decimos que es
@ definida positiva si para todo x € R” — {0} : Q(x) >0
O semidefinida positiva si para todo x € R" : Q(x) =0
© definida negativa si para todo x € R"” — {0} : Q(x) <0
O semidefinida negativa si para todo x € R": Q(x) <0

© indefinida si no es ninguna de las anteriores. Es decir, si existen vectores u, v € R” tales que Q(u) >0y Q(v) <0
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De acuerdo con esta clasificacion, la forma cuadrética graficada en 5.2a es definida positiva, mientras que la graficada en
5.3a es indefinida. En cuanto a la graficada en 5.3b, resulta semidefinida positiva.
Ejercicio.
5.6 Clasifique las siguientes formas cuadraticas.

» Q:R®—R, Qx) = x? +2x3 +3x3

. 3 _ .2 2

= Q:R—R, Q(x) =x7+2x;

= Q:R*—R, Q(x) = x§ +2x5 —3x3

» Q:R—R, Q(x) = —x§ —2x5 —3x5

.3 2 2
= Q:R—R, Q(x)=—x7—2x;

Definicién 5.7

Dada una matriz simétrica A € R"*", decimos que es definida positiva si la forma cuadratica asociada Q(x) = x’ Ax es
definida positiva. Andlogamente se define matriz definida negativa, indefinida, etc.

Cuando una forma cuadratica Q : R"” — R carece de productos cruzados, es decir, cuando Q(x) = x'Dx con

Al 0 - 0

0 A, - 0
D=

0 0 - A,

ya vimos en el ejemplo 5.4 que
Q) =X+ +Apxi= Y N

i
1<is<n

En estos casos, la clasificaciéon es sencilla:
1. definida positivasi A; >0 paratodoi=1,..., n.
2. semidefinida positivasi A; =0 paratodoi=1,...,n.
3. definida negativasi 1; <0 paratodoi=1,...,n.
4. semidefinida negativasi A; <0 paratodoi=1,...,n.
5. indefinida si existen indices i, j tales que A; > 0 mientras que 1; <0.

Si Q(x) = x! Ax tiene productos cruzados, es decir, si A no es una matriz diagonal, empleando un cambio de variables orto-
gonal x = Py que elimine productos cruzados, tenemos que

Q) =y'Dy=Q(y)

con D diagonal. Como Q y Q tienen el mismo signo, y el signo de esta tiltima estd determinado por los elementos en la
diagonal de D, que son los autovalores de A, tenemos el siguiente resultado.
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. Teorema56

Sea A € R™" una matriz simétrica y sean 11, Ay, ..., 1, sus autovalores (son todos ntimeros reales). Entonces la forma
cuadrética Q(x) = x’Ax es

@ definida positivasiy sélosi A; >0 paratodo i = 1,..., n.
O semidefinida positivasiy sélo si A; =0 paratodoi=1,...,n.
© definida negativasiy sélosiA; <0 paratodo i =1,...,n.
O semidefinida negativasiy sélosi A; <0 paratodo i =1,...,n.

© indefinidasi existe un par de indices i, j talesque A; >0y A; <0.

Ejercicio.

5.7 Clasifique la forma cuadratica Q(x) = x’ Ax con A =

S W N
=N W
N = O

Ejercicio.

5.8 Determine para qué valores de c la forma cuadratica Q : R> — R, Q(x) = x% +2cx1 %2 + x% es definida positiva.

5.6 Optimizacién de formas cuadraticas con restricciones

En la seccién anterior presentamos a las formas cuadréticas como funciones definidas en todo R". Dedicaremos esta seccion
a estudiar las formas cuadraticas y sus extremos cuando estan restringidas a tomar valores en un subconjunto de R”.

Ejemplo 5.9

Retomamos la forma cuadratica Q; (x) definida en (5.8) cuyo gréfico, como funcién con dominio R?, est4 en la figura
5.3a. Evidentemente, la funcién no alcanza extremos absolutos, puesto que

= Para puntos de la forma (x;,0) la imagen es x% y puede hacerse arbitrariamente positivo. Luego no hay méaximo
absoluto.

= Parapuntos de la forma (0, x») laimagen es —x% y puede hacerse arbitrariamente negativo. Luego no hay minimo
absoluto.

Si en cambio consideramos que la forma cuadrética sélo se evaltia en los puntos de la circunferencia de centro (0,0) y
radio uno, es decir si restringimos el dominio al conjunto

D={xeR*:|x|*=1}

el gréfico correspondiente es el de la figura 5.4. Podemos ver que la funcién alcanzara extremos sobre puntos de la
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circunferencia.” En efecto, para cualquier x = (xy, x») se verifica que

2 2 2_ .2 2 2, .2 2
—xll* = —x]—x5 = x7— x5 < x7+ x5 < || x|l
——
Q1 (x)

y teniendo en cuenta la restriccién x € D, resulta
-1=Qi1(x) =<1

Esto nos permite afirmar que la forma cuadrética, restringida al dominio D, estd acotada. Veremos que ademas existen
vectores de D sobre los cuales se realizan efectivamente los valores extremos —1 y 1. Para probarlo, planteamos

Q) =1AlxIP=1ex’-xi=1Ax+x5=1
@x%—xgzx%+x§ A xf+x§:1
2 _ 2, .2 _
x5 =0Ax7+x5=1

< x2=0A |X1|=1

En este caso, los vectores de la restriccién D sobre los que la forma realiza un valor maximo son x = + (1,0). Dejamos
como ejercicio probar que el minimo sujeto a la restriccion se realiza sobre los vectores x = + (0, 1).

Destacamos que la forma cuadrética es Q; (x) = x! Ax con

1 0
0 -1

A=

y que los valores maximo y minimo que alcanza sujeta a la restriccién || x|| = 1 coinciden con los autovalores de A. Mds
aun, dichos extremos se alcanzan sobre los autovectores de norma uno.

“Un argumento propio del anélisis matematico es que una funcién continua realiza extremos absolutos cuando su dominio es un subconjunto
cerrado y acotado de R". De todos modos, para el caso de las formas cuadréticas lo demostraremos por medios algebraicos.

T

Figura 5.4: Forma cuadrética con dominio restringido a una circunferencia
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Los argumentos del tltimo ejemplo pueden generalizarse a formas cuadraticas sujetas a una restriccién de la clase || x[1? = k
(donde k > 0).

Sean A € R™*" una matriz simétrica y Q(x) = x! Ax la forma cuadratica que define. Sean Ay y A, los autovalores
mdximo y minimo de A respectivamente, con Sy,, y S,,, los autoespacios asociados. Entonces para todo x € R" se

verifica que
Am X012 < Q(x) < Aprllx)?

Ademas, Q(x) = A, llx]12 siysolosi x € Sy, , mientras que Q(x) = Ay llx]12 siysblosix€ Sy,,.

Demostracion:
Probaremos la segunda desigualdad y que la forma cuadrdtica realiza su maximo en los autovectores asociados al autovalor
maximo. La otra desigualdad es completamente anédloga y se deja como ejercicio.

Por ser A una matriz simétrica, sabemos que existen una matriz ortogonal P y una matriz diagonal D tales que A = PDP’.
Ademss, las columnas de P forman una base ortonormal de autovectores de Ay los elementos de la diagonal de D son los
autovalores respectivos. Elegimos presentar los n autovalores de A en forma decreciente, denotando por p a la multiplicidad
(algebraica y geométrica) de Ay :

AM=A1:...=AM>AM+12...2/1,Z

De esta forma, denotando P=| v; --- v, | resultael autoespacio
Say =gen{vi, .., vy}
Con el cambio de variable x = Py, la forma cuadratica adquiere la expresién
Q) =0Q() =y' Dy =My +..+ Any>
ysiendo 1; < Ay paratodo i = 1,..., 1, se deduce la desigualdad

Q) S Apyi+ o+ Anye = Ap (V3 + .o +¥2) = Am ||y||2

vélida para todo x € R”. Como P es una matriz ortogonal, de acuerdo con el teorema 5.2, es || Px|| = || x|, luego ||y|| =|lxlly
obtenemos la desigualdad del enunciado:

Q) < Ay llx?
Ahora buscamos los x € R" que realizan la igualdad:

Qx) = Ap l1x])?

Teniendo en cuenta el cambio de variable x = Py, esto equivale a encontrar los y € R" que verifican
2
MYL+ et Any = A Y7 = Ana (57 + -+ 7)

de donde

2 2 2 2 2 2
AMYT + et Am Yy +)Lﬂ+1yﬂ+1 tot A Ya =AML+ AMY,
—_—
u términos
y cancelando se obtiene que debe ser

(AM = A1) Yoy + o+ Ar = An) ¥ =0
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Los factores (Apr — A;) de la tiltima expresién son todos positivos (;por qué?) luego se deduce que debe ser

Yut1=--=¥Yn=0

y los vectores que realizan el maximo tienen coordenadas de la forma
t
con lo cual los x que verifican Q(x) = Ay || x||? surgen de

x=Py=P[y1 - Y40 0]" = y101 + .. + Y

Como {vy, ..., v} es una base de Sy,,, hemos demostrado que Q(x) = Ay || x[|* siy sélosi x € Sy, O

Ejemplo 5.10

Consideremos la forma cuadratica Q(x) = x! Ax con

3 -1 2
A=| -1 3 2
2 2 0

Su polinomio caracteristico es p(t) = —(t+2)(£—4)? con lo cual los autovalores maximo y minimo son respectivamente
Ay =4y Ay =—2. Por lo tanto y de acuerdo con el teorema anterior, los valores extremos que alcanza Q sujeta a la
restriccion || x| = 1 son

max Q(x) =4 y min Q(x) = -2
lxl=1 lxl=1

Para hallar los maximizantes y minimizantes, es decir los vectores sobre los que se realizan los extremos, debemos
considerar los autoespacios asociados a los autovalores

Sy =gen{[111]",[1 —101"} y Sa, =gen{[11 -2]"}

Entonces Q(x) sujeto a la restriccién ||x|| = 1 alcanza el minimo en los vectores unitarios de S, , que en este caso son

s6lo dos
1 1 21t 1 1 21°
— - y Vp=-11 = -—

"IV Ve Ve AR

Con respecto a los maximizantes, son los vectores unitarios de Sy,,, es decir los de la forma
x=al111]"+B[1 -10]" con ||x||=1

Para obtener una expresién algo mads explicita de los maximizantes, es conveniente trabajar con una base ortonormal
{v1, v2} del autoespacio, ya que entonces |la; v; + a2 v2 1% = a% + ag. Con esto resulta que los x que maximizan Q sujeta
ala restriccion son aquellos de la forma

X=a1V;+aqs2 cona%+a§=1

Como en nuestro caso una base ortonormal de S, es

{

los maximizantes son los x € R® de la forma:

1 1 1] 1 1
Gl elE
Notamos que en este caso hay un nimero infinito de maximizantes y que constituyen la circunferencia de radio uno
centrada en el origen y contenida en el plano Sy .

Ayl 5wl

t

xX=a cona%+a§=1
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Presentamos ahora un ejemplo en que la restriccién no es de la forma || x||* = k.

Figura 5.5: Forma cuadrética con dominio restringido a una elipse

Ejemplo 5.11
Buscamos los extremos de la forma cuadratica Q : R?> — R, Q(x) = 4x; X2 sujeta a la restriccién
X2 +2x5 =2

Vale decir que debemos encontrar los extremos que realiza la funcién Q cuando su dominio se restringe a la elipse de
ecuacion

2
(_) rx2=1 (5.10)

V2

como se aprecia en la figura 5.5.

Para poder aplicar el teorema de Rayleigh 5.7, sefialamos que el cambio de variable

X1

= ﬁ Y2 =x2
permite reescribir la restriccion (5.10) como
ye+ys=1 (5.11)
y la forma cuadratica como
QW) =Q(y) =4v2ny» (5.12)

Entonces Q(y) es una forma cuadrética sujeta a una restriccion (5.11) que si verifica las condiciones del teorema de
Rayleigh 5.7. Para aplicarlo, reescribimos la forma cuadratica (5.12)

0 2v2
2v/2 0

—_———
A

Q) =y

Es un célculo de rutina ver que los autovalores de A son Ay, = 2v/2 y A,; = —2v/2 con autoespacios asociados

Sy =gen{[11]} Sp,, =gen{[-11]"}
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Luego el valor méximo de Q(y) sujeto a la restriccion || y||° = 1 es 2v/2 y se realiza en los vectores de coordenadas
y=+[1/V2 1/V2] . Para conocer los vectores originales, debemos deshacer el cambio de coordenadas: entonces el
valor méximo de Q(x) sujeta a la restriccion (5.10) es 2\/§y se realiza en los vectores x = + [1 1/\/2] ! (véase el gréfico).
Se puede comprobar que estos vectores verifican la ecuacion de la elipse y al evaluar Q(x) en ellos se obtiene el valor
predicho.

Dejamos como ejercicio probar que el valor minimo es —2v/2 y se realiza en los vectores x = + -1 1/V/2] ‘.

Ejercicio.

2 — 80y, xp — 1842 sujeta a la restriccién 4x? +

5.9 Encuentre el valor minimo que realiza la forma cuadrética Q(x) = gx o 5

25x§ =9. Indique sobre qué vectores se alcanza dicho minimo.

Otra dificultad con que podriamos encontrarnos es el caso en que la restriccion tiene términos de producto cruzado. En el
ejemplo que sigue presentamos dos estrategias de resolucién, la segunda de gran generalidad.

Ejemplo 5.12
Buscamos los extremos de la forma cuadratica Q : R* — R, Q(x) = xf + xg sujeta a la restriccién
2xf —2x1% + 2x§ =4

La forma cuadrética es el cuadrado de la norma, mientras que la restriccion ya fue estudiada en el ejemplo 5.8 y
graficada en la figura 5.2b. Por lo tanto, el problema tiene una interpretacién geométrica inmediata: se trata de
encontrar los puntos de la elipse més préximos y mds alejados del origen.

En primer lugar, y para no confundir con la forma Q(x) = llx|I2, caracterizamos a la restriccién mediante

2 -1
R(x) = 2x% —2x1Xp +2x5 = x' L
—_— ——
B

Como en el ejemplo 5.8, realizamos una diagonalizacién ortogonal de la matriz B:

_1f1 - Lo 1 11
V21 1 0 3|2 -11
p D pt
Luego la restriccion con el cambio de variables y = P’ x equivale a
yf+3y§=4©;/—§+ ygzzl (5.13)
(%)

Los puntos de la elipse cuya distancia al origen es méxima tienen, en el nuevo sistema de referencia, coordenadas
+[2 0]*. De acuerdo con el cambio de coordenadas x = Py, la maxima distancia al origen se realiza en los puntos

V2
V2

L
V2

1 -1
1 1

L
V2

+2
0

2
2

x= =+ =+
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El valor que alcanza la forma cuadratica sobre estos puntos es Q(x) = 4 (verifiquelo) porque Q es el cuadrado de la

t
norma. De manera anédloga se puede comprobar que en los puntos x = + [—\/g \/g ] se realiza el valor minimo sobre

laelipseyes Q(x) = ‘3—1.

Presentamos a continuacién una alternativa que tiene mayor generalidad, puesto que se puede aplicar a problemas
sin una interpretacién geométrica tan inmediata (por ejemplo, aquellos en que Q(x) no es el cuadrado de la norma).
En este problema la dificultad radica en que la restricciéon no es de la forma x% + x§ =1 que ya sabemos manejar. Lo
que buscamos entonces es un cambio de variable que transforme nuestra restriccién en una de la forma estandar.
Se propone entonces un segundo cambio de variable a partir de (5.13) que permita escribir la restriccién en la forma
lull? =1. Dado que

2

la propuesta es u; = %, up = +2

, con la cual la restriccion se reduce a

,_\
S
Gl

2, .2 _
ui+us; =1

Despejando y; =2uy, y» = \/% Uy, el cambio de variable es, matricialmente,

de modo que x = Py = PMu y la forma cuadrdtica se puede reescribir como

1 0
Qx) =x' x=(PMu)' A(PMu) = u' M'P' APMu
0 1 N e/

[ —— S

A

Entonces se deben hallar los extremos de u!Su sujeta a la restriccion || ul|? = 1. Dado que

S 4 0
0 4/3

En este caso, y por haber resultado una matriz diagonal, podemos leer inmediatamente sus autovalores y autovectores.
La desigualdad de Rayleigh 5.7 nos permite afirmar, una vez més, que

= El méximo es 4 y se alcanza para u = +[1 0], es decir para x = PMu = + [v2 \/Q]t

t
= El minimo es ;—1 y se alcanza para u = + [0 1], es decir para x = PMu = + [—\/g \/g]

Ejercicio.

5.10 Hallar los puntos de la curva de ecuaciéon fo +4x1x2 + 6x§ =1 cuya distancia al origen es minima y aquellos cuya
distancia es maxima.
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Los recursos utilizados en el ejemplo anterior pueden generalizarse para demostrar que dada una forma cuadra-
tica Q(x) = x! Ax, sujeta a la restriccién x’Bx = k, siempre es posible hallar los extremos cuando B es definida
positiva.

El ejemplo que sigue ilustra las dificultades que pueden ocutrir en otros casos.
Ejemplo 5.13

Buscamos el maximo de la forma cuadratica Q : R? — R, Qx) = xf + x% sujeta a la restriccién x;x, = 1. La forma
cuadrética es el cuadrado de la norma, mientras que la restriccién ya fue estudiada al comienzo de la seccién 5.3 y
graficada en la figura 5.1. Se trata de encontrar los puntos de una hipérbola més alejados del origen. Sin embargo, ya
se vio como un cambio ortogonal de variables x = Py transforma a la restriccién en

I, 1,
Y |
2)’1 2)’2

y es claro que pueden elegirse vectores de coordenadas y = [y y2| " de modo tal que H y|| = ||x|| sea arbitrariamen-
te grande. De esta forma, no existe un méaximo para la norma restringida a la hipérbola, como el gréfico permitia
anticipar.

Ejercicio.

5.11 Encuentre los extremos que realiza la forma cuadratica Q(x) = x) x, sujeta a la restriccion fo —2X1%2 + 2x§ =4,
Indique sobre qué vectores se alcanzan dichos extremos.

Ejercicio.

5.12 Considere la forma cuadratica Q : RZ - R, Qx) = 9xf —6xX1X2 + x%.
» Describa los conjuntos de nivel.
» (Clasifique el signo (definida positiva, semidefinida,...).

» Encuentre los valores maximo y minimo que alcanza sujeta a la restriccién ||x[|> = 1. Indique en qué vectores
alcanza dichos extremos.




Esta pdgina fue dejada intencionalmente en blanco
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6. 1 Introduccion

Como en la dltima seccién del capitulo anterior, consideramos el problema de conocer los valores extremos que alcanza una
forma cuadratica sujeta a una restriccién. En este caso, comenzamos por definir una trasformacién lineal mediante

T:R> >R T(x) = Ax

donde
1 0
A=1| 1 1 (6.1)
0 -1

Consideraremos la forma cuadratica que calcula, para cada vector x € R?, el cuadrado de la norma de su transformado:
Q:R* =R, Q(x) = | Ax|? 6.2)

donde el producto interno es el canénico. Veamos que la férmula de Q se puede escribir de la manera usual (definida en 5.4)
con una matriz simétrica:

QW) = Axl® = (Ax)"(Ax) = x" (A" A) x
siendo en este caso

(6.3)

En la figura 6.1 se ilustra como T transforma el espacio R? en un plano de R® (recordemos que para una transformacién
definida como T'(x) = Ax es Im T = Col A). En particular, los vectores de R? que verifican la restriccién || x|| = 1 se transforman
en una elipse. !

I Aunque es intuitivamente aceptable, esta afirmacién no es obvia. Mas adelante en este mismo capitulo tendremos elementos para demostrarla.
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(] m C OIA

T

T:R? =R T(x) = Ax

T(v1)

€y

Figura 6.1: Transformacién de R? y de la circunferencia

Buscamos ahora los vectores de R? sujetos a la restriccion [ x|l = 1 en los que Q alcanza sus extremos. De acuerdo con el
teorema de Rayleigh 5.7, esto ocurriré en los autovectores de norma uno de la matriz A’ A que define a la forma cuadrética.
En el caso de la matriz en (6.3) los autovalores son 3 y 1 y sus correspondientes autoespacios son

1 1
S3= en{—[l 1]f} S = en{—[—ll]f}
€Mz €Mz
Por lo tanto, el maximo de || Ax|? sujeta ala restriccién || x|| = 1 es 3 y se alcanza en los vectores +v; = + \/% [11]%. Elminimo es

1y se alcanza en los vectores v, = i\i@ [-11]*. De acuerdo con nuestra interpretacion geomeétrica, los semiejes de la elipse

en la figura 6.1 miden \/§y 1: estos valores surgen de || Av1 || y | Av,|l. Por cierto, Avy y Avs generan los ejes de simetria de la
elipse.

Las definiciones que siguen apuntan a generalizar, para cualquier matriz A € R”**”, las observaciones e interpretaciones he-
chas en este ejemplo.

Senialamos, en primer lugar, algunas propiedades que serdn de gran utilidad a lo largo del capitulo.

Dada una matriz A € R™*", la matriz A’ A € R"*" resulta simétrica y semidefinida positiva.

Demostracion:
Verificamos que A’ A es simétrica trasponiéndola:

t t

(ATA) = AT(A") =A"A
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Por lo tanto, de acuerdo con el teorema espectral 5.4, sus autovalores son ntimeros reales. Ademds, para cualquier vector
x € R" resulta
xPATAx = (Ax) (Ax) = ||Ax||2 =0

con lo cual es semidefinida positiva y sus autovalores son, como ya vimos en el teorema 5.6, nlimeros mayores o iguales que
cero. O

Ejercicio.

6.1 Probar que para toda A € R"*", la matriz A’ A € R"*" resulta definida positiva si y s6lo si Nul A = {0}.

Estas propiedades garantizan que tiene sentido la siguiente definicion.

Definicién 6.1

Sea Ae R™*" Sean A1, Ay, ..., A, los autovalores de A’ A € R™*" ordenados en forma decreciente, es decir

Entonces o; = /A; con i =1,2,...,n es el i-ésimo valor singular de A. O sea, los valores singulares de una matriz A
son las raices cuadradas de los autovalores de A’ A.

En particular denotaremos como o4 al mayor valor singular y o, al menor:

Uméx:\/l_l Omin = VAn

Ya habiamos observado que los autovalores de A’A dan cuenta del maximo y minimo alcanzados por || Ax||?> sujeta a la
restriccion || x|| = 1. A continuacidn, generalizamos los argumentos usados y los explicamos en términos de valores singulares.

. Teorema6.1

Para toda A € R™*" resulta

”m"ax [Axl =0omax ¥ "In”l_n [Ax] = Omin

Demostracion:
Sea Amax = A1 el méximo autovalor de A’ A. Entonces, usando el teorema de Rayleigh 5.7

max || Ax|* = max x "(A"A) x = Amax

lxll=1 llxll=
y entonces
Oméx = VA \/Ifn”axx‘ (AtA)x \/max lAx)? = max lAx|? = max ||Ax||
de donde sigue el resultado.? De manera andloga se demuestra el caso del minimo. d

Como corolario del teorema obtenemos una desigualdad que expresa, en términos de los valores singulares, como afecta a
la norma la multiplicacién por una matriz A.

2para intercambiar la raiz con el maximo hemos tenido en cuenta que la funcién raiz cuadrada es creciente, por lo tanto alcanzara su méximo cuando el
argumento sea maximo.
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Sea A e R, Entonces se tiene para todo x € R"

Omin | %]l = | Ax|l = omax | x|l

Demostracion:
Si x = 0 las desigualdades son inmediatamente ciertas. En el caso de x # 0 podemos definir el vector unitario v = ﬁ y
aplicarle el teorema anterior, con lo cual oy < | AVl < O max. Como || Av|| = ”m” obtenemos
I Ax||
Omin = = Omax
llxIl
de donde sigue el resultado. O

Al ser A’ A una matriz simétrica, siempre podemos hallar una base ortonormal de autovectores. El teorema que sigue esta-
blece importantes propiedades acerca de estas bases.

. Teorema6.2

Sea A € R™*", Supongamos que Ai,..., A, son los autovalores de A’A, estdn ordenados en forma decreciente y la
cantidad de autovalores no nulos es r:

AM=.=2A>0 y Ars1=0.=A,=0

Sea {v1, 13, ..., U} una base ortonormal de R” formada por autovectores de A’ A asociados a A1, 15,..., A, respectiva-
mente. Entonces se cumple que

© {Avj, Avy, ..., Av,} es un conjunto ortogonal y para todo i = 1,..., nes || Avi || = \/A; = 0;.
9 {’2—’?, ’2—’;2, . ﬁ—"r’} es una base ortonormal de Col A.

© rango A = r es la cantidad de valores singulares no nulos de A.

O {(vi11,Vr42,..., Uy} €s una base ortonormal de Nul A.

Demostracion:
Para demostrar @ tenemos en cuenta que {vy, Vs, ..., Uy} €s una base ortonormal:

(Avi, Avj) = (Av) (Avj) = vj (A" Avy) = vi (A;v7) = Aj (vjvj) = Aj (vi, vj)

Entonces si i # j resulta (Av,-,Avj) =0. Parael caso i = j tenemos (Av;, Av;) = || Av; &

En cuanto al punto @), ya sabemos que el conjunto {i—’il, fr—'f, . %’
falta probar que genera Col A. Para ello, consideramos la transformacién lineal T : R” — R™, T(x) = Ax. Entonces, teniendo

en cuenta que Im T estd generada por los transformados de los vectores de cualquier base de R":

= A;, de donde sigue la tesis.

} es ortonormal y por lo tanto linealmente independiente:

ColA=ImT =gen{Av;, Avy, ..., Av,} = gen{Avy, Avs, ..., Avy}

donde la tltima igualdad se debe a que, como ya demostramos en @, Av; =0si i > r. De esto se deduce inmediatamente @.
Finalmente, para probar la propiedad @ comenzamos por sefialar que dim (Nul A) = n—r. Dado que {Vy+1, Ur+2,..., U} €S Un
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conjunto ortonormal de n — r vectores que pertenecen a Nul A (;por qué?) tenemos la base buscada. |

En la figura 6.2 se ilustran las relaciones establecidas por el teorema 6.2. Los vectores {v,+1, Ur42,..., Uy} constituyen una
base ortonormal de Nul A. Por lo tanto {v;, vy,...,v;} es una base del complemento ortogonal de Nul A, es decir, Fil A. Si
consideramos la transformacion lineal T : R” — R™, T'(x) = Ax, el espacio de partida R” puede descomponerse como la suma
directa de Nul A y Nul Al. Evidentemente, los vectores de Nul A se transforman en cero. Por su parte, la base {vy, v2, ..., v} de

. . Av, A A
Nul A* se transforma en una base ortogonal de la imagen Col A, que puede normalizarse como {U—'i‘, T gt
r

Figura 6.2: Los espacios fundamentales de A

Ejemplo 6.1
En el caso de la matriz
1 0
A= 1 1
0 -1

estudiada al comienzo del capitulo, la base de autovectores de A’ A descrita en el teorema anterior es

1 t 1 t
{v1,v2} = E[l 1] ,E[_l 1] (6.4)

y al multiplicarlos por A obtenemos un conjunto ortogonal en R3

(oo )
{Av, Ao} =4 —1[12 —1] ,—2[—10—1]

V2 V2
que al normalizarlo resulta una base ortonormal de Col A
A A Av; A 1 1
={ A =2 }={i,£}:{—[12—11&—[—10—1]‘} (6.5)
I Avill” | Avall o1 02 V6 V2
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Ejercicio.

6.2 Dada la matriz
4 11 14

8 7 -2

= Calcule los valores singulares de A.

» Encuentre una base ortonormal B = {v}, V5, v3} de R® de modo tal que {v3} sea una base ortonormal de Nul A y
_Avy - _Avp_
{ TAv1 T’ TAv, } de Col A.

En el préximo ejemplo demostramos formalmente la afirmacién que habiamos hecho al comienzo del capitulo acerca de la
circunferencia unitaria y su transformacién en elipse. Aunque su lectura no es indispensable para lo que sigue, pensamos
que puede resultar de interés.

Ejemplo 6.2

Consideremos una transformacién lineal T : R> — R3, T(x) = Ax con rango A = 2. Probaremos que, como ya se
mencioné al comienzo del capfitulo e ilustré en la figura 6.1, la imagen de la circunferencia unitaria es una elipse
(eventualmente una circunferencia).

Para demostrarlo, usaremos el teorema 6.2. Consideramos entonces {v;, v»} una base ortonormal de R? formada por
autovectores de A’ A. Los vectores de R? son de la forma av; + Bvs, y los que pertenecen a la circunferencia quedan
caracterizados por tener norma uno. Usando el hecho de que {v1, v»} es una base ortonormal de R? resulta

[av +ﬁvg||2 =loa’+p =1
por lo tanto los elementos de la circunferencia son de la forma
x=av,+ pv con a2+ﬁ2=1
y se transforman en vectores de R® de la forma
Ax = aAv, + BAv; con a?+ =1

A continuacién, expresaremos Ax a partir de la base ortonormal de Col A descrita en el item @ del teorema anterior:

Av Av:
szala-(—l)+02ﬁ-(—2) con a’+pi=1
01 02
De esta forma, las coordenadas de Ax con respecto a la base ortonormal B = {%‘, /3—"22} son

[Axlp = [o1a a28]" =11 32]"

y verifican la ecuacién de una elipse cuyos semiejes miden o, y 0:

2 2
o o
g1 ()
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Ejercicio.

6.3 Considere la transformacién lineal T : R — R3, T(x) = Ax definida al comienzo del capitulo mediante la matriz
(6.1). Pruebe que la circunferencia unitaria se transforma, eligiendo un sistema de coordenadas adecuado en Col 4, en

2
la elipse de ecuacion (3;—%) +(32)* =1.

Ejercicio.

6.4 Considere la transformacion lineal T : R? — R3, T(x) = Ax definida mediante la matriz

1 -1
A=11 -1
1 -1

y describa el conjunto de R® en que transforma a la circunferencia unitaria.

Ejemplo 6.3
Consideramos ahora una transformacién lineal T : R3 — R2, T'(x) = Ax con rango A = 2 definida por la matriz

1 2 2
2 4 -1

A=

Probaremos que, como se ilustra en la figura 6.3, la imagen de la esfera unitaria es una regién de borde eliptico. Los
recursos que emplearemos son totalmente andlogos a los del ejemplo 6.2.

Usaremos una vez mds el teorema 6.2, para lo cual calculamos

5 10 0
AtA=| 10 20 0
0 0 5

Sea entonces {v1, Vo, v3} una base ortonormal de R3 formada por autovectores de A’ A. Dado que los autoespacios son
S»s=gen{[120]'} Ss=gen{[001]'} genSo=gen{[-210]'}
definimos
1 0 -2
! 2 0 ! 1
V= —= Uy = V3 = —
V5 0 1 V5 0
Luego los vectores de R? que pertenecen a la esfera unitaria son de la forma
— 2, 02,22 _
x=av;+ P +yvs con a“+p+y =1
y se transforman en vectores de R? de la forma
Ax =aAv) + fAv, +yAvs con a®+ ﬁz + )/2 =1
Teniendo en cuenta que Avs = 0, resulta que los vectores de la esfera unitaria se transforman en vectores de la forma

Ax=aAv, + BAv; con a®+ [32 <1

157
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Falta expresar Ax en términos de una base ortonormal de Col A. Para ello apelamos al item @ del teorema 6.2:
Avy Av
Ax=01a- ( )+ 028" ( 2) con a’+ <1

Enestecasoeso; =v25=5y03 = V5, luego

Avy 1| V5 Av, 1 | 2
o1 5| 2v5 o, 5| -1
Con lo cual las coordenadas de Ax con respecto a la base ortonormal B = {‘?Tlil R ‘;‘TZZ } son

[Ax]p = [504 \/_,B] =[n yz

y determinan una regién de borde eliptico cuyos semiejes miden 5y v/5:

(B[] e

A
o Y1
1
: L Ay
1 9
1 25}
1
]
. l . /_\
| .. ' R? 5 1(z) = Az
L >.v
1
1Ay
d‘l Iy
1
________ A A?zz
U9 \/5 .
T9 (ep))
Y2

Figura 6.3: Imagen de la esfera unitaria
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Ejercicio.

6.5 Considere una transformacion lineal T : R® — R3, T'(x) = Ax y estudie la imagen de la esfera unitaria para los dos
casos siguientes

1 0 -1 1 -1 1
A= 1 -1 1 A=11 -1 -1
1 1 0 1 -1 0

6.2 Descomposicion en valores singulares

En el capitulo 4 presentamos la diagonalizacién de matrices cuadradas buscando una factorizacién de la forma A= PDP™!,
siendo D una matriz diagonal. Una de las ideas que motivan esta factorizacién es que al elegir bases de autovectores po-
demos comprender mejor la transformacién lineal asociada con la matriz A. Evidentemente, tal factorizacién sélo puede
lograrse (y no en cualquier caso) para matrices cuadradas, puesto que la ecuacion Av = Av no tiene sentido si A € R™*" con
m # n. En esta seccion presentaremos una factorizacién que puede obtenerse para cualquier matriz rectangular y brinda
informacién acerca de los subespacios fundamentales.

Cada matriz A € R™" determina una transformacién lineal T : R" — R, T(x) = Ax. Como ya mencionamos en la seccién
previay de acuerdo con el teorema 6.2, podemos elegir una base ortonormal del espacio R” tal que sus transformados permi-
ten obtener una base ortonormal de Col A, conociendo ademds cudles son los vectores de norma uno que realizan la maxima
y minima dilatacién al transformarse. La factorizacién que sigue pone en evidencia toda esta informacion.

Definicién 6.2
Sea A€ R"*". Una descomposicioén en valores singulares (DVS) de A es una factorizacién de la forma
A=UzV! (6.6)

con U e R™ ™y V € R™*" matrices ortogonales y X € R"*" de la forma

01 0 0
2= donde D= . . . (6.7)
0 0 : oo
0 0 oy

y o1 =032 =...20,>0. Vale decir que X es una matriz con un primer bloque diagonal y el resto de los bloques son
matrices de ceros con el tamarfio adecuado.

® La descomposicién en valores singulares es de gran utilidad y tiene muchas aplicaciones en la ingenieria. Aunque
no las expondremos en este curso, los lectores interesados pueden consultar la bibliografia, por ejemplo [5].
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Dada una matriz A € R"™*" con descomposicién en valores singulares A= UZ V! como la definida en 6.2, alos vectores
que aparecen como columnas de la matriz V se los denomina vectores singulares derechos de A mientras que a los que
aparecen como columnas de U se los denomina vectores singulares izquierdos de A.

Hasta ahora hemos definido la descomposicién en valores singulares, pero no hemos garantizado su existencia ni exhibido
un método para construirla. El teorema que sigue resuelve ambas cuestiones: garantiza la existencia de la descomposicién
para cualquier matriz y en la demostracién se explica como construirla.

. Teorema6.3

Sea A e R, Entonces existe una descomposicion en valores singulares de A.

Demostracion:
Siguiendo la exposicion del teorema 6.2, llamamos Ay, ..., A, a los autovalores de A’ A, de manera que estén ordenados en
forma decreciente y la cantidad de elementos no nulos sea r:

AM=..=21,>0 y Ars1=0.=A,=0

Sea {vy, Vo, ..., V;;} una base ortonormal de R” formada por autovectores de A’ A de modo tal que para todo i = 1, ..., n resulta
At Av; = ;v;. Lamatriz V se define con estos vectores como columnas:

V=l vy - vy
La matriz X € R™*" se define como
01 0 0
= donde D=
0 0
0 0 - o,

Avy Ao Av,

yo;=+/A;coni=1,..r.Paradefinir U, tenemos en cuenta que el conjunto { —} es ortonormal, luego defini-

o1 s oy
mos
Ay Avy Av,
U =— Uy = —— Ur =
01 () Or

Si r < m, es decir si los u; no completan una base de R, buscamos vectores 1, ..., U, de modo tal que {uy, uy, ..., u;;} sea
una base ortonormal de R”. Con esto definimos la matriz ortogonal

Uz[ul Uy - Up

A continuacién, comprobamos que efectivamente es A = UZV! para las matrices definidas. En primer lugar, teniendo en
cuenta la definicién de los u; yque Av; =0sii>r:

AV=| Avy Av, -+ Avy,

=[01u1 ooy -+ oyvr 0 - 0
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Por otra parte,
op O 0 0 0
0 o2 0 0 0
UZ=| wyy up -+ um o o0 - o 0 -+ 0 |=| o141 oO2up -+ oyur 0 --- 0
0 o0 0 0 0
0 o - 0 0 --- 0

Por lo tanto AV = UX. Teniendo en cuenta que V~! = V!, multiplicamos a derecha por V'’ y obtenemos AVV! = A=UzV'O

Ejemplo 6.4

Una vez mds, consideramos la matriz (6.1) definida al comienzo del capitulo y estudiada en el ejemplo 6.1. Siguiendo
los pasos de la demostracion del teorema 6.3, sefialamos en primer lugar los autovalores de A’ A:

de donde obtenemos los valores singulares

que nos permiten definir

0
0
La base de R? formada por autovectores de A’ A es la que ya se present6 en (6.4):

{v v}—{i[l 1]’ L[—1 I]t}
1, U2 \/z ,\/z

y ya podemos definir
1
V2
A continuacién definimos la base ortonormal de Col A como en (6.5):

{u u}—{ﬂ ﬂ}—{L[lz—ufi[—w—l]f}
1, U2 0_1,02 \/6 ;\/z

Falta un vector u3 que complete una base ortonormal de R®: de las dos posibilidades que existen elegimos u3 =
\/Lg [1 —1 —1] y definimos

1 -1
1 1

1 -1 L
U= 7@ 0 —7?—,
-1 _1 _ 1
Ve V2 V3
Con lo cual la descomposicién en valores singulares resulta
I e
1 0 ‘éé V2 \{_5, V3 0 1 11
A= 1 1 = 76 0 - 75 0 1 _2 11 ]
0 -1 -1 _1 _ 1 00
N———
N \/g ‘\r/é \/§ N e Vt
U z



162 Descomposicion en valores singulares

Debe notarse que para una matriz dada A € R”*" hay més de una descomposicién en valores singulares.
Al releer la demostracién del teorema 6.3 se aprecia que puede haber diversas maneras de completar la base
{u1, up, ..., Uz} También es posible elegir otros autovectores v; de A’ A. El ejemplo mds obvio son las descomposi-
ciones A=UZV'! = (-U)Z(-V)".
Ejercicio.
6.6 Encuentre una descomposicion en valores singulares de la matriz estudiada en el ejercicio 6.2.
Ya hemos mencionado que para una misma matriz pueden encontrarse distintas descomposiciones en valores singulares.
De todos modos, existen algunas caracteristicas que toda DVS necesariamente tiene, independientemente de la forma en

que haya sido obtenida. Aunque no seran indispensables para los temas que siguen, ofrecemos al lector interesado ciertas
cualidades que debe tener cualquier DVS.

. Teorema6.4

Sea A= UZV" una descomposicion en valores singulares de A € R™*", con U, £y V como en la definici6n 6.2. Enton-
ces

@ 01,02,...,0, son los valores singulares no nulos de A.

@ SiV eR"™" es una matriz de la forma
V=l 1n vy - vy

entonces los vectores columna constituyen una base ortonormal {vy, v, ..., v} de R" y verifican que A’ Av; =
a? v;paratodoi=1,..,ry A'Av;=0Oparai=r+1,..,n.

© Si U e R™ "™ es una matriz de la forma
U=| uy u - upm

entonces Av; =o;u; paratodoi=1,...,r.

Demostracion:
Como A= UZV', tenemos que A’A=VE'U'UZV! =V (Z'Z) V' donde

o2 0 0 0 0
0 o} 0 0 0

r= 0 0 - o2 0 - 0
0 0 0 0 0
0 0O - 0 0 - 0|

de modo tal que V (Zt Z) V!esuna diagonalizacién ortogonal de la matriz simétrica A'A. En consecuencia, U%, U%, ey U%, son

los autovalores no nulos de A’ A ordenados en forma decreciente. 3 Por lo tanto sus raices cuadradas o;,03,...,0, son los

3Estamos usando el teorema 4.3 que garantiza que en cualquier diagonalizacién A = PDP~1 de una matriz los elementos de la diagonal son necesaria-
mente autovalores de Ay las columnas de P sus autovectores.
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valores singulares no nulos de Ay queda probada @.

Las columnas de V, a su vez, conforman una base ortogonal de R" y son autovectores de A’ A. M4s precisamente: A’ Av; =
U% viparai=1,..,ry Al Av; =0 parai=r+1,..,n,yaque vy41,..., Uy SON autovectores asociados al autovalor nulo. Con esto
hemos demostrado @.

Finalmente el punto @ resulta inmediato a partir de la igualdad AV = UZ. O

Ejercicio. Sea A= UZV' una descomposicién en valores singulares de A € R™*",
» Demuestre que A’ = VZ'U? es una DVS de A’.

» Demuestre que Ay A’ tienen los mismos valores singulares no nulos.

6.3 1LaDvs y los subespacios fundamentales de una matriz

En esta seccion veremos que en una descomposicién en valores singulares A = UZ V', las matrices Uy V estdn compuestas
por bases ortonormales de los cuatro subespacios fundamentales de A.

. Teorema6.5
Sea A € R™*" una matriz de rango r con una DVS A= UZV'’ donde
Uz[ul Up -+~ um] y Vz[vl Vp -+ Up
Definiendo las matrices
Urz[ up - Ur ] Um—r:[ Ur+1 = Um ] (6.8)
junto con
Vr = [ U1 Ur ] Vi—r = [ Ur+1 Un (6.9
resulta

@ {v1,..., v;} es una base ortonormal de (Nul A)* = Fil A.
Q@ V/V,=1 y V,V}/=[Pralg

© (v;41,..., vy} es una base ortonormal de Nul A.

O {(u,.., u;} es unabase ortonormal de Col A.

© UlU,=1 y U, U/=I[Pcoalg

O {(ur+1,..., Uy} es una base ortonormal de (Col A)* = Nul A’.

Demostracion:

Como el rango de A es r, de acuerdo con la propiedad @ del teorema 6.2, A es una matriz con r valores singulares no nulos.
Por lo tanto A’ A tiene r autovalores no nulos. Por el teorema 6.4, los vectores {v;, v, ..., U;;} son autovectores de A’ A, estando
los primeros r de ellos asociados a los autovalores no nulos de A’ A y los restantes al autovalor nulo de A’ A. Por lo tanto, por
la propiedad @ del teorema 6.2, {v; 41, ..., Uy} €s una base ortonormal de Nul A. Como ademads {v, ..., v;} es base ortonormal
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de R", necesariamente {vy, ..., Uy} es una base ortonormal de (Nul A)L = Fil A. Con esto, y la forma en que se construyen las
matrices asociadas a una proyeccién ortogonal (explicada en el teorema 3.19), quedan demostrados @, @ v ©.
La demostracion de @, @ y @ es andloga y se deja como ejercicio. |

Ejercicio. Sea A€ R™*" una matriz de rango r. Manteniendo la notacién del teorema 6.5, demuestre que

» VL Vyr=1 vy Vy Vi =[PNualg

- Ut rUn-r=1'Yy Un- rUm r= [PNulAf]E

Ejemplo 6.5
Dada

A=|1 -1 0 0 0 1 0|=|1 -3v2 1
0 0 1 0 -1/v2 0 1/v2 0 00
Buscamos los valores singulares de A, bases de sus cuatro subespacios fundamentales y calculamos las matrices
asociadas a la proyeccién sobre dichos subespacios.

1 10 \/EOOHU\/EOU\/E 1 3v2 1
1

La descomposicion que tenemos de A es similar a una DVS, salvo por el hecho de que la matriz que aparece a la
izquierda, aunque tiene columnas mutuamente ortogonales, no son de norma uno. Procedemos entonces a norma-
lizar sus columnas, dividiendo cada una de ellas por su norma. Para que el producto siga siendo A, multiplicamos
adecuadamente las filas de la matriz central. Queda entonces la factorizacién

1/vV2  1/V2 0 1/\/' 0 1/v2
A=| 1/v2 —1/\/'0 0 \/'\/_0 0
0 —1/f 0 1/V2
Esta factorizacién no es atin una DVS, porque los elementos de la diagonal de la matriz central no estdn ordenados de

mayor a menor. Para ello lo que hacemos es permutar las dos primeras columnas de la matriz de la izquierda y las dos
primeras filas de la matriz de la derecha. Entonces obtenemos

1/v2 1/v2 0][6 0 0] 0 1 0
A=| -1/v2 1/V2 0 0 2 0 1/vV2 0 1/V2 (6.10)
0 0 1][0 0 o0f]|-1/vV2 0 1/V2

que ahora si es una DVS de A, yaque A= UZV! con

1/vV2 1/vV2 0 [ 6 0 0 0 1/vV2 -1/V2
U=| -1/v2 1/vV2 0 =0 2 o0 v=|1 0 0
0 01 [0 0 0 0 V2 1/V2

Los valores singulares de A son 01 =6, 02 =2y 03 =0. Como A tiene dos valores singulares distintos de cero, deduci-
mos que su rango es dos. Las primeras dos columnas de V son una base ortonormal de Fil A, mientras que la tltima
columna de V es una base ortonormal de Nul A. Con respecto a Col 4, las dos primeras columnas de U son una ba-
se ortonormal de ese subespacio, mientras que la dltima columna de U es base ortonormal de Nul A’. Las matrices
asociadas a las proyecciones son

0 1/v2 0 1 0 172 0 1/2

[Praalg=1] 1 0 = 0 1 0
V2 0 1/V2

0 1/v2 V2 V2 1/2 0 1/2
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1/2 0 -1/2
[PNulalg =1—[Prialg = 0 0 0
-1/2 0 1/2
0 0 0
[Prnaarlg=| 0 [0 0 1]: 0 0 0
1 0 1
1 00
[Pcotalg =1 - [PNuatlp=] 0 1 0
0 0 0

Ejercicio.

6.7 Considere la matriz definida en el ejercicio 6.2, cuya DVS se obtuvo en el ejercicio 6.6.
= Encuentre bases ortonormales para los subespacios fundamentales.
» Calcule Pggi4(v) siendo v=[1 —1]%.

» Calcule Ppj(w) siendo w=1[1 -1 1]%.

Si releemos la ecuacion (6.10) del ejemplo anterior, se aprecia que la tltima fila de V' no aportara nada al producto, en el
sentido de que todos sus elementos estaran multiplicados por los ceros de la dltima columna de X. Algo andlogo ocurrira
con la tltima columna de U. Por lo tanto, en la DVS de A podemos prescindir de estos elementos y reducir el producto a la

expresion
1/v2 1/v2
A= —1/£ 1/£ 60 01 0 (6.11)
N 0 o lLo 2wz o vz '

Esta factorizacion de A permite leer sus valores singulares no nulos, una base ortonormal de Col A y una base ortonormal de
Fil A.

Veamos que para cualquier matriz A € R™*" puede obtenerse una factorizacién como en (6.11). En efecto, si mantenemos la
notacién usada en el teorema 6.5 y la matriz X como se defini6 en (6.7), entonces una DVS de A puede escribirse como

Vl

r

t
Vn—r

D 0

o o =U,DV}

A=UsV!= [ Uy Up—r ]

Esto justifica la siguiente definicion.
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Definicién 6.4
Sea A€ R"™*", Una descomposicién en valores singulares (DVS) reducida de A es una factorizacion de la forma

A=U,DV/} (6.12)

obtenida a partir de una DVS como se defini6 en 6.2, siendo U, € R"*" y V;. € R”*" las matrices definidas en (6.8) y
(6.9) respectivamente.

Ejercicio.

6.8 Encuentre una DVS reducida de la matriz estudiada en el ejercicio 6.2.

6.4 Matriz seudoinversa. Cuadrados minimos.

Consideramos, una vez mds, la matriz estudiada en el ejemplo 6.5. Alli habiamos obtenido la DVS

1 1 1/vV2 1/vV2 0 6 0 0 0
A= 1—3\/'1 —1/\/" 1/v2 0 0 2 0 1/\/' 0 1/V2
0 0 1 0 0 0 —1/\/_ 0 1/v2

>

Observamos que

1. Las filas de V', esto es las columnas de V, constituyen una base ortonormal de B = {vy, v, v3} de R3, donde

0 1/V2 -1/V2
1 Uy = 0 U3 = 0
1/V2 1/V2

de modo tal que {v;, v} es una base ortonormal de Fil Ay {v3} es una base ortonormal de Nul A. Ademads, la matriz V
realiza el cambio de base: V = Cpp.

2. Las columnas de U constituyen una base ortonormal C = {u;, uy, us} de R3 donde

1/v2 1/V2 0
uy = —1/\/2 Uy = 1/\/§ us = 0
0 0 1

de modo tal que {u;, up} es una base ortonormal de Col A y {u3} es una base ortonormal de (ColA)l. En este caso,
U =Ccg.

De esta forma, A resulta la matriz asociada a la transformacién
T:R—R? T(x)=
con respecto a la base canénica, mientras que X es la matriz con respecto a las bases By C:

[Tlg=A=Ccg-[Tlgc-Cen
— =~

U z vt
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Evidentemente, la transformacién 7T no es inversible. Sin embargo, y como sugiere la figura 6.2, si restringimos el dominio a
Fil A obtenemos una transformacion biyectiva de Fil A — Col A. Nos proponemos entonces invertir T en esta restricciéon en
que es posible. La transformacién esta caracterizada por como transforma a la base B:

AU1 :6u1 Al/g :2u2 Al/3 =0
De esta manera, si pretendemos definir una transformacién seudoinversay representarla con una matriz A', debera verificar

AT(6u1)=y1:»ATu =lv
1 61

t _ o1
A Qu))=1r=>A uz—zvg

Para que la pseudoinversa quede bien definida sobre la base C = {u;, u», u3}, imponemos

ATu3=0
Todo este proceso se resume matricialmente:

00 1/4 1/4 0

T— 1 r_ -
Al=v |0 3 0|U V2112 —v2/12 0
cge | 0 0 O | cge 1/4 1/4 0

—_—————
>t

Donde la matriz X' representa la transformacién seudoinversa con respecto a las bases C y B, mientras que U’ y V realizan
los cambios de coordenadas a la base candnica.

Esta misma matriz puede obtenerse a partir de la DVS reducida de A, calculada en 6.11 como A = U, DV Alli se encuentra
efectivamente toda la informacién necesaria para invertir la transformacién de Fil A — Col A:

0 1/v2 1/4 1/4 0

1/6 0 1/vV2 -1/v2 0
Al=v,plul=| 1 0 o 1) 1/£ 1/£ 0 V2112 —=v2/12 0
0 1/v2 1/4 1/4 0

A continuacién mostraremos cémo es posible aplicar la matriz A" a la resolucién de un problema de cuadrados minimos.
Consideremos el sistema incompatible

1 3v2 1 X1 1
Ax=|1 =3v2 1 x |=1]=b
0 0 0 X3 1

Dado que la matriz A tiene sus columnas linealmente dependientes, podemos anticipar que habra infinitas soluciones por
cuadrados minimos % = [%; %» %3]’. Ahora bien, dado que b ¢ Col A, resolver el problema de cuadrados minimos equivale
(como ya se vio en la seccién 3.5 del capitulo 3) a encontrar los X tales que

A% = Pcora(b) (6.13)
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Al

A

Alp— gt ol Nuld " Pogla®)

0T

FilA = (Nuld)*

ColA

Figura 6.4: ATy su relacion con los subespacios fundamentales

Como sugiere la figura 6.4, aqui es donde podemos usar la seudoinversa A': con ella obtenemos el tinico elemento x' en Fil A
que verifica (6.13). En efecto, si descomponemos a b como la suma de sus proyecciones sobre Col Ay (Col At y teniendo en
cuenta que por su propia definicién Af se anula sobre los elementos de (Col A)*, resulta

ATb = A (Pooi a(B) + Py 1. () = AT Pt a(B) = x'
En nuestro ejemplo tenemos
1/4 1/4 0 1 1/2
xT=ATb=| V2112 -Vv2/12 0 1= 0
1/4 1/4 0 1 1/2

La solucién x' tendrd una caracteristica notable dentro del conjunto de soluciones % por cuadrados minimos: dado que los
X surgen de resolver la ecuacién normal

A'Ax=A'b
cualquier solucion se obtiene como una solucién particular sumada con una solucién del sistema homogéneo asociado, es
decir un elemento de Nul A’ A = Nul A. Por ende, podemos escribir la solucién general por cuadrados minimos en la forma

x +NulA= {xT +Xg:Xp € NulA}

En nuestro ejemplo, este conjunto solucién es una recta paralela a Nul A cuyo punto mas cercano al origen es justamente x'.
En otras palabras: x' es la solucién por cuadrados minimos de norma minima.

Dedicaremos el resto de esta seccién a formalizar y generalizar las observaciones hechas hasta aqui.

Sea A€ R™*" con una DVS reducida U, D V;. La matriz
At=v,.Dp'u! (6.14)

es la matriz seudoinversa de A. También se la conoce como seudoinversa de Moore-Penrose.
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Ya sabemos que la DVS reducida de una matriz A no es Gnica. Sin embargo, para cualquier DVS reducida que se
elija se obtiene la misma matriz seudoinversa. Esto se puede justificar pensando que A’ representa una transfor-
maci6n lineal que esta totalmente determinada por cémo transforma a las bases de Col A y de (Col A)*. El lector
interesado podra encontrar detalles en la bibliografia.

Ejercicio.

6.9 Encuentre la matriz seudoinversa de la matriz estudiada en el ejercicio 6.2.

. Teorema66
Sean A€ R™ "y At € R" su seudoinversa. Entonces
Q A'A=(Prialg

Q AAT=[Pcoialg

Demostracion:
Consideramos una DVS reducida de A:

A=U,DV}
a partir de la cual obtenemos la seudoinversa
At =v,p Ut
Las propiedades @ y @ surgen como consecuencia del teorema 6.5 al realizar los productos indicados

AtA=v, D 'UlUu, DV} =V, V}
AAT=U,DV!V,D'U! = U, U}

Ejercicio.
» Demuestre que si A € R"*" es inversible entonces AT = A71.
= Demuestre que para cualquier A€ R™*" es
AtaAt = At AATA=A

» Demuestre que para cualquier b € R el vector A™b es un elemento de Fil A.
Sugerencia: probar que Pgj 4 (AJr b) = ATbusando el teorema 6.6.
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. Teorema6.7
Sea Ae R™" ysea A" € R”*"" su seudoinversa. Sea b € R™. Entonces en el sistema de ecuaciones
Ax=b
el vector
1= A'b

es la solucién por cuadrados minimos de norma minima.

Demostracion:
Para ver que x es solucién por cuadrados minimos, debemos probar que Ax" = Py 4(b). Ahora bien, usando la propiedad
@ del teorema 6.6 tenemos

Ax"= AATD = [Peoial g b

Para probar que x' es la solucién de norma minima, tendremos en cuenta que las soluciones por cuadrados minimos son de
la forma x' + xq con x € Nul A, como ya justificamos al comienzo de esta seccién. Para calcular el cuadrado de la norma de
una solucién genérica x' + xy aprovechamos que x' € Fil A = (Nul A)* y por ende podemos aplicar el teorema de Pitagoras

2 2 2
SRS I B

con lo cual obtenemos el resultado buscado. O

Ejercicio.
6.10 Considerando la matriz definida en el ejercicio 6.2:

= Resuelva el sistema de ecuaciones Ax = b con b = [1 1]. Utilice la matriz seudoinversa calculada en el ejercicio
6.9.

» Compruebe que las matrices Ay A' verifican las propiedades del teorema 6.6.




Ecuaciones diferenciales y

sistemas de ecuaciones diferenciales

7. 1 Introduccion

Este capitulo tiene por objetivo mostrar cémo pueden aplicarse los recursos del dlgebra lineal para estudiar algunas ecua-
ciones diferenciales. Por eso es que la exposicién quedara limitada a ciertas ecuaciones especificas, pudiendo los lectores
interesados en profundizar estos temas consultar la abundante bibliografia que existe sobre el tema. De ningtin modo pre-
tende ser un curso de ecuaciones diferenciales, como silo son los textos [10] y [2], que hemos consultado para elaborar estas
notas y recomendamos.

Comencemos considerando un tema cldsico y familiar: el movimiento rectilineo de una particula. En la figura 7.1 se aprecia
un sistema de referencia vertical en el que hemos elegido el sentido positivo “hacia abajo”, puesto que pretendemos repre-
sentar el movimiento de caida de los cuerpos.

0
F,
t
_:l’_’(_ _) ______ om
P
Y

Figura 7.1: Sistema de referencia para la caida de un cuerpo
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Dada una particula de masa m, su altura serd una funcién y(#). Es decir, una cantidad y que depende del tiempo t. Para
poder aplicar la segunda ley de Newton
F=ma (7.1)

alas fuerzas que concurren en la particula, recordemos que la primera derivada de la posicion es la velocidad instantdnea
MGERT0)
mientras que la segunda derivada es la aceleracién instantdnea
Y =v'"@)=al)

Suponemos, en una primera aproximacion, que no existe fuerza de rozamiento. Entonces la inica fuerza que actta sobre la
particula es el peso P = mg, donde g es la aceleracién gravitatoria debida a la atraccion terrestre (razonablemente podemos
suponerla constante para alturas bajas). De esta forma, la segunda ley de Newton (7.1) resulta

mg=my" ey t)=g (7.2)

Vale decir que la posicién y(#) es una funcién con derivada segunda constante. O sea que se trata de una funcién polinémica
de grado dos:

1
y(t)zggt2+At+B con A,BER (7.3)

Es usual en esta clase de problemas conocer datos iniciales como la posicién y yla velocidad vy al comienzo del movimiento.
En tal caso, al evaluar la férmula (7.3) en ¢ = 0 deducimos que y(0) = B = yp. De manera similar, derivando la férmula (7.3) y
evaluando en ¢ = 0 deducimos que y'(0) = A = vy. Con esto llegamos a la cldsica expresion

1
y() = Egt2+vot+y0 (7.4)

Debemos tener en cuenta que la ecuacidn (7.4) es tan s6lo una aproximacion a la posicién verdadera de la particula. Esto se
debe a las simplificaciones que hemos hecho, como suponer que no existe el rozamiento. Asi, la férmula (7.4) puede ser de
utilidad para intervalos relativamente breves de tiempo, aunque no puede tomarse seriamente cuando ¢ — co.

Para dar cuenta de estas dificultades, incorporamos ahora la fuerza de rozamiento: como se ve en la figura 7.1, se trata de
una fuerza de sentido opuesto al peso. El rozamiento es proporcional a la velocidad: !

Fr=—kv

donde k es una constante positiva que depende del aire y de las caracteristicas aerodindmicas del cuerpo que cae. El signo
menos da cuenta de que el sentido de F; es siempre opuesto al del movimiento. En este caso, al aplicar la ley de Newton (7.1)
queda

mg-ky () =my" (1) (7.5)

Encontrar las funciones y(#) que verifican la relacién (7.5) no es tan sencillo como en el caso anterior. Sin embargo, podemos
anticipar algo aun cuando no conozcamos una férmula explicita de y(¢). Dado que la velocidad y'(¢) tiende a crecer durante
la caida, la fuerza peso y la fuerza de rozamiento tienden a compensarse. Por eso esperamos que a largo plazo la aceleraciéon
¥ (1) tienda a cero: este movimiento tiende a un movimiento de velocidad constante (es facil de imaginar pensando, por
ejemplo, en un paracaidas).

1En rigor, el fenémeno del rozamiento es un amplio tema de la fisica. Existen, por ejemplo, modelos alternativos en los que el rozamiento es proporcional
a otra potencia v de la velocidad.
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La relacién (7.5) involucra derivadas de primer y segundo orden. Podemos simplificarla si la escribimos en términos de la
velocidad v(f) = y'(¢), con lo cual obtenemos

! ! k
mg—-kv(®)=mv () v )+ Ev(t) =g (7.6)

Un recurso habitual para encontrar las funciones v(f) que verifican esta relacién es usar lo que se denomina un factor inte-
grante . En este caso, el factor integrante es la funcién e ': como nunca se anula, si multiplicamos ambos miembros por este
factor obtenemos un problema equivalente al original

k k k k
V(tem'+ —v(t)em' =gem!
m

~

% (u(t)e% ’)
con la ventaja de que el primer miembro es la derivada de un producto 2, por lo que integramos para obtener
k m k
v(t)eﬁtzﬁgeﬁuc conCeR

y por lo tanto

t

v(t)z%g+Ce_% conCeR

Si ademads conocemos la velocidad inicial vy, evaluando la solucién en ¢ = 0 llegamos a

v(t)zﬂg+(vo—ﬂg)e_%t (7.7)
k k

Como habiamos anticipado, la velocidad tiende a estabilizarse:

lim v() = 2
fim 000 =

Las ecuaciones (7.2), (7.5) y (7.6) son ejemplos de lo que denominamos ecuaciones diferenciales , es decir, problemas en los
que se trata de encontrar aquellas funciones que verifican cierta ecuacién que involucra a sus derivadas. En particular (7.2) y
(7.5) son ecuaciones diferenciales de segundo orden porque contienen derivadas segundas de la funcién incégnita, mientras
que (7.6) es una ecuacion diferencial de primer orden. En las secciones que siguen estudiaremos algunas de las ecuaciones
llamadas ecuaciones diferenciales lineales, que abarcan a estos ejemplos como casos particulares.

7.2  Ecuacién diferencial lineal de primer orden

En esta seccidn generalizamos el estudio de ecuaciones como (7.6). Ya vimos en la ecuacién (7.6) como una ecuacion de la
forma

ar(0)y' (1) + ao(1)y(1) = b(1)

puede reescribirse como
ao (1) b(1)
()= ——
ay (1) ap (1)
en la medida en que la funcién a, () no se anule. Eso eso lo que asumiremos de aqui en adelante, asi como la continuidad

de la funciones a, (1), ay(?) y b(?).

¥+

2Mas adelante explicaremos un método general para obtener el factor integrante.
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Definicién 7.1

Una ecuacion diferencial de la forma

Y (O +p@y) = f) (7.8)

(donde p(?) y f(¢) son funciones continuas en cierto intervalo abierto I) se denomina ecuacion diferencial lineal de
primer orden.

En el caso de que sea f(f) =0 para todo ¢ € I se dice que es una ecuacién homogénea.

Si ademads se buscan soluciones que verifiquen una condicién de la forma y(fy) = yp para cierto f, € I se tiene un
problema de valor inicial.

Ejercicio. Considere la ecuacion diferencial homogénea

"+ L 0
y tJ’ =
= Verifique que la funcién ¢ : (0, +oo0) — R, ¢(1) = % es una solucion.

» Encuentre dos soluciones mas en el mismo intervalo (0, +00).

= Encuentre una solucién que verifique la condicién inicial y(2) = 4.

Convencién

A menudo abreviaremos la notacién omitiendo la variable independiente de las funciones. Asi, por ejemplo, en lugar
de y(¢) escribiremos meramente y. El contexto deberia permitir en cada caso discernir qué clase de funciones se esta
manejando.

Ya hemos visto en la seccién anterior como una ecuacién diferencial puede tener infinitas soluciones. También vimos que al
imponer ciertas condiciones iniciales quedaba determinada una tnica solucién. Esto permite suponer que, bajo hip6tesis
adecuadas, un problema de valor inicial tiene solucién y ademads es tnica. El teorema que sigue establece esta afirmacién
para el caso de la ecuacion diferencial lineal de primer orden. La demostracion es especialmente instructiva porque ademads
brinda un método de resolucién de la ecuacion.

. Teorema7.l

Dado un problema de valor inicial
Y+py=f
y(to) = yo

como se defini6 en 7.1, existe una tnica solucién ¢ : I — R que verifica ¢(ty) = yp.

Demostracion:

Como en la seccién anterior, multiplicamos por un factor integrante para transformar la ecuacién. Consideramos entonces
una primitiva de p(#): esto es, una funcién P(¢) tal que P’ = p. Si multiplicamos ambos miembros de la ecuacién por el factor
integrante e”¥ (que no se anula para ningtin valor de ) obtenemos la ecuacién equivalente

eP(t)y/ + eP(t)P/(t)y — eP(t)f
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de manera tal que una funcién y es solucién si y sélo si verifica que

% [eP(t)y] — eP“)f(t)

P(1)

Por lo tanto e”? y(¢) es una primitiva de ¥ f(¢):

eP(t)y :fep(t)f(t)dté y= e—P(r)feP(t)fmdt
Si F(1) es una primitiva de e”” f (1), cualquier otra primitiva difiere en una constante. Luego
y=e PO F)+Cl=F(t)e "D +Cce P  conCeR (7.9)

Esta tltima expresion es la solucién general de la ecuacién diferencial definida en 7.1, pues contiene todas las posibles solu-
ciones.

Finalmente, si en la solucién general (7.9) imponemos la condicion inicial resulta
y(to) = F(l‘o)e_P(t(’) +Ce Pl = Yo

de donde se deduce que hay una sola eleccion posible de la constante de integracion. d

Ejemplo 7.1

Hallaremos la solucién del problema de valor inicial

y-ty=0
y)=-1

Siguiendo los pasos de la demostracién del teorema 7.1, calculamos un factor integrante hallando una primitiva de

la funcién p(t) = —¢. En este caso proponemos P(f) = —%2 (aunque podriamos haber elegido cualquiera de la forma
2
P(t)=- %2 + k). Luego el factor integrante es e T y la ecuacién diferencial original es equivalente a
2, _2 af _z2
e zy—te 2y=0©a e zy|=0

con lo cual deducimos que
2 2
e_%y:C@y:Ce[7 conCeR

Al imponer la condicién inicial deducimos el tinico valor adecuado de C € R:
1 1
y)=Ce2=-1=>C=-¢2

luego la solucién al problema de valor incial es

_1 2 -1
¢(t):—e 22 =—¢ 2

En la figura 7.2 se aprecian varios elementos de la solucién general, incluyendo la solucién del problema de valor
inicial. Este grafico permite una interpretacién sencilla del teorema 7.1 de existencia y unicidad de soluciones: de las
infinitas curvas solucién de la ecuacién diferencial, estamos eligiendo la tinica que pasa por el punto (1, -1).
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Figura 7.2: Diversas curvas soluciéon

Ejemplo 7.2

Consideramos el problema de valor inicial
y —tant-y=sent
y(0)=0

Como tan ¢ esta definida y es continua en los intervalos abiertos de la forma (—%, g) , (%, 37”) ... y el punto en el cual

tenemos dada la condicién inicial es ¢ = 0, trabajamos en el intervalo (—%, %) Para calcular el factor integrante

sent
f—tantdt:—f—dt:lnlcost|+C
cost

Incos ¢

En el intervalo considerado es |cos f| = cos ¢, por lo que elegimos factor integrante e = cos t. La ecuacién original

es entonces equivalente a

costy' —cost ool — sentcost d [costy] =sentcost
Y cost? dat =

conlo cual )
cos” t
costy=-— +C conCeR
y la solucién general resulta
(0= COSI+ ¢ conCeR
== ¥ st

Imponiendo la condicién inicial resulta
1 1
0)=—=+C=0=>C=—=
y(0) 2 2

con lo cual la solucién buscada es
cost 1

¢ == 2 +2cost

En la figura 7.3 se aprecian diversas curvas solucion y los intervalos en los que estdn definidas las funciones y(z).
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Figura 7.3: Diversas curvas solucién

Ejercicio.

7.1 Encuentre la solucion del problema de valor inicial

/, cosht ~_ -t
{ y +senhty_senht
y(l):Zsenhl

e indique en qué intervalo es vélida.

7.3  Estructura de las soluciones en la ecuacién de primer orden

En esta seccién aplicaremos los conceptos del dlgebra lineal para caracterizar las soluciones de la ecuacion diferencial lineal
de primer orden. Para ello, comenzamos por sefialar que la ecuacién diferencial lineal definida en 7.1 puede pensarse en
términos de una transformacion lineal. En efecto, si definimos la funcién

L:6 D) — €W, Ly)=y +py (7.10)

es inmediato que L es una transformacioén lineal (es usual en este contexto denominarlo operador lineal). Por lo tanto, resol-
ver la ecuacion diferencial lineal de primer orden
YV+py=f

equivale a encontrar las funciones y € 61 (I) tales que L(y) = f. En otras palabras, la solucién general es la preimagen de f
por L:

L (f)={ye€'): Ly = f}={ye€'(D:y +py=f}
(Insistimos con la advertencia, ya hecha en el capitulo de transformaciones lineales, de no confundir preimagen con funcién
inversa). En el caso particular de la ecuacién homaégenea, la solucién general es la preimagen de la funcién nula, o sea el
ntcleo del operador: L~1(0) = Nu L.
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En lo que sigue veremos cémo la estructura de la solucién general es totalmente andloga a la que ya hemos estudiado para
los sistemas de ecuaciones lineales. Esto se debe a que resolver un sistema de ecuaciones lineales, tanto como resolver una
ecuacion diferencial lineal, consiste en estudiar preimédgenes de una transformacion lineal.

. Teorema7.2

Dada una transformacién lineal T : V — W entre dos espacios vectoriales V'y W, dados w e ImT y vy, € V tal que
T(vp) = w, el conjunto de soluciones de la ecuacion

Tv)=w

es
T ' w) = vp+NuT ={v,+vy: v, eNuT}

Demostracion:

Debemos probar una doble inclusién. Probaremos en primer lugar que todos los elementos de la forma v, + v, pertenecen
a T~!(w). Para ello, alcanza con ver que Twy+vp)=Twp)+T(vp)=w+0=w.

Consideramos ahora un elemento v € 7~ (w). Probaremos que es de la forma Up + vp, para algun vy, € NuT. En efecto, dado
que ve T™'(w) y que T es lineal, resulta T(v— vp) = T(v) - T(vp) = w— w = 0. Por lo tanto v — v, es un elemento de Nu T:
V—Vp = vy, para algun vy € NuT, como queriamos. d

El resultado anterior es conocido para el caso de los sistemas de ecuaciones lineales: cualquier solucién es una solucién
particular v, sumada con algiin elemento del nticleo, esto es, con una solucion del problema homogéneo. Veamos como se
expresa en el caso de la ecuacién diferencial lineal.

. Teorema?7.3

Sea y, una solucion particular de la ecuacion diferencial lineal (7.8). Entonces la funcion y € €1(I) es solucién de
dicha ecuacion siy sé6lo si es de la forma y = y;, + y, siendo y;, una solucién de la ecuacién homogénea asociada.

Este resultado nos dice que para hallar todas las soluciones de la ecuacidn diferencial lineal alcanza con resolver la ecuacion
homogénea asociada y hallar una solucién particular de la ecuacién no homogénea.

En cuanto a la la ecuacién homogénea, ya hemos mencionado que su conjunto solucién es el nicleo de L, por lo que se
trata de un subespacio de €' (I). Dejamos como ejercicio para el lector adaptar la demostracién del teorema 7.1 al caso
homogéneo y' + py = 0, para ver que la solucion general es

—P(1)

y=Ce conCeR

donde P(#) es una primitiva de p(f). Por lo tanto el nticleo del operador L estd generado por e ()

dimensién uno. Resumimos estas observaciones en un teorema.

y es un subespacio de
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. Teorema7.4

Consideramos la ecuacion diferencial homogénea
/ —_—
y+py=0
con p continua en un intervalo abierto I. Entonces

@ Si P(1) es una primitiva de p(t), entonces ¢y, (1) = e ¥ es una solucién no trivial de la ecuacion diferencial.

@ Dada cualquier solucién no trivial ¢, de la ecuacion diferencial, {¢;} es una base de soluciones. Esto es, cual-
quier otra soluci6n es de la forma
yn=Coy, conCeR

Ejercicio.

7.2 Considere el operador lineal
1
L:6"(0,+00) — 6(0,+00), L(y) = ¥ - P

= Resuelva la ecuacién diferencial L(y) = 3¢

= Encuentre NulL.

Ejercicio. Considere una vez mas el problema de valor inicial del ejercicio 7.1.
» Defina un operador lineal L: €' (I) — € (I) que permita representar a la ecuacién diferencial.
= Calcule el ntcleo de dicho operador.

= Calcule L™} (=5)

senh t

2t

= Elija el elemento de L™} Dt

) que verifica la condicion inicial dada.

7.4  Ecuacién diferencial lineal de segundo orden

En la introduccién de este capitulo hemos visto ejemplos de ecuaciones diferenciales con derivadas segundas, como (7.2) y
(7.5). La forma general de la ecuacién diferencial lineal de segundo orden es

a0y +a1 ()Y +ao(t)y = b(1)

con ay(1), a;1(t), ap(t) y b(t) funciones continuas en cierto intervalo abierto. Asumiendo que ay(f) no se anula en dicho
intervalo, podemos reescribir la ecuacién como
"y a (1) o+ ao(t)y: b(1)
a (1) ay(t) ap(t)
Para la ecuacién de primer orden habiamos exhibido un método general de resolucién en 7.1. Como es de imaginar, el caso
de segundo orden presenta mayores dificultades. Por ello es que limitaremos nuestra atencién al caso en que las funciones
ax (1), a1 (1) y ap(t) son constantes.
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Definicién 7.2

Una ecuacion diferencial de la forma

V'+ary +apy = f(1) (7.11)

donde a1, ap € Ry f(¢) es una funcién continua en cierto intervalo abierto I, se denomina ecuacién diferencial lineal
de segundo orden con coeficientes constantes.

En el caso de que sea f(f) =0 para todo ¢ € I se dice que es una ecuacién homogénea.

Si ademads se buscan soluciones que verifiquen una condicién de la forma

vy =a
V() =D

para cierto #y € Iy a, b dos valores dados, se tiene un problema de valores iniciales.

Muchos de los recursos y resultados acerca de la ecuacién de primer orden pueden adaptarse sin dificultad para la de segun-
do orden. Como en (7.10), si definimos un operador lineal

L:€*I)—€), L) =y"+a1y' +ayy (7.12)
resolver la ecuacion de segundo orden definida en 7.2 equivale a encontrar la preimagen de f por L:
L) ={ye€*D: Ly =f}={ye€*D): Y "+ a1y +apy = f}

En particular, la solucién de la ecuacién homogénea es L~1(0), es decir el subespacio Nu L.

Aplicando el teorema 7.2 como en el caso de primer orden, podemos concluir nuevamente que las soluciones de la ecuacién
se obtienen con una solucién particular sumada a una solucién de la ecuacién homogénea.

. Teorema?7.5

Sea yp una solucién particular de la ecuacion diferencial lineal (7.11). Entonces la funcion y € €2(I) es solucién de
dicha ecuacion siy s6lo si es de la forma y = y,, + yj, con y;, una solucion de la ecuacion homogénea asociada.

Volvamos a pensar la ecuacién diferencial (7.2) con que describimos la caida libre de los cuerpos
V=8
aplicando ahora los conceptos que hemos estudiado. Ya sabemos que la solucién general es la descrita en (7.3)

1
y(t) = 5gt2+At+B con A,BeR

y ahora podemos sefialar que y, = % g1t? es una solucién particular, mientras que las funciones de la forma At+B con A, B € R
son soluciones de la ecuacién homogénea asociada
y// — 0

0, si se prefiere, constituyen el nticleo del operador lineal

L:6€*I)— <€), L(y)=y"
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Queremos destacar que
NulL =gen{t, 1}

es decir, que el nicleo del operador L es de dimensién dos.

Parece razonable conjeturar que el nicleo de cualquier operador de la forma (7.12) serd de dimensién dos. Mds adelante
probaremos que esto es efectivamente cierto, lo cual resulta de gran importancia. En efecto, si el niicleo del operador es de
dimensién dos, estd generado por dos funciones yj, y» linealmente independientes. Luego para resolver una ecuacién como
la definida en 7.2 alcanzard con

1. Encontrar dos soluciones y, y» de la ecuacién homogénea que sean linealmente independientes.
2. Encontrar una solucion particular y, de la ecuacion.

y la solucién general serd de la forma
Yp+Ay1+ By con A,BeR (7.13)

El ejemplo que sigue ilustra este método.
Ejemplo 7.3

Consideramos el problema de valores iniciales

y'=9y=12+2
y(0)=0
y'0)=1

En primer lugar buscamos las soluciones de la ecuacién homogénea, sabiendo que alcanza con encontrar dos solu-
ciones independientes:
y”—9y=0©y” :9y

Como se trata de una funcién cuya derivada segunda es un multiplo de la misma funcién, proponemos soluciones de
la forma y(f) = '’ para algtin factor r a determinar. Reemplazando en la ecuacién obtenemos
re" —9e"" =0 e (r*~9)=0
y como e"! > 0 para cualquier valor de ¢ € R, debe ser
(r*-9)=0
conlo cual es r =3 6 r = —3 y obtenemos las soluciones

y1() = e ya(t) = e73!

Dejamos como ejercicio comprobar que son efectivamente linealmente independientes. Luego, las soluciones de la
ecuacion homogénea son de la forma
A +Be™3" conA,BeR

Buscamos ahora una solucién particular. Dado que la ecuacién contiene derivadas que deben dar por resultado un
polinomio, podemos suponer que existe una solucién polinémica. Proponemos entonces una funcién de la forma
yp(0) = Ct?+ Dt + E. Al reemplazar en la ecuacién queda

2C-9(CP2+Dt+E) =t +2< —-9Ct* 9Dt +2C-9E = > +2

e igualando los coeficientes de los polinomios deducimos que
1 20
0 E
9 81
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de modo tal que la solucién particular es

y la solucién general resulta
+Be™ 3! con A, BeER

De toda esta familia de funciones debemos elegir aquella funcién y(¢) que verifique las condiciones iniciales:
0) = 20 +A+B=0
T -
y'(0)=3A-3B=1
de donde deducimos que A = % yB=- %. La solucién al problema de valores iniciales resulta

1o 20 47 5 7 g
9 81 162 162

Ejercicio.
7.3 Resuelva el siguiente problema de valores iniciales

y'—4y=1t’+1t
y0) =1
y'(©=0

7.9 Laecuacién homogénea de segundo orden

Como ya habiamos anticipado en la seccién anterior, probaremos que el conjunto solucién de la ecuacién homogénea
V' +a1y +ay=0 (7.14)

definida en 7.2 es un subespacio de %¢2(I) de dimensién dos. Mds aun, indicaremos un método para calcular las soluciones.
La demostracion es un poco extensa y los lectores que tan s6lo busquen un resumen del método podran encontrarlo en los
teoremas de esta seccion. Para los lectores mads curiosos ofrecemos los lineamientos de la demostracion, aunque omitimos
algunos detalles. Consideramos que leer cuidadosamente los argumentos puede ser un buen repaso de los temas estudiados
hasta ahora y abrir un interesante panorama acerca de c6mo se aplican las ideas del dlgebra lineal.

Comenzamos con una definicién que nos permitira caracterizar al operador definido en (7.12).

Definicién 7.3

Adoptando la notacién
Dyzy' D2y=D(Dy)=y” D”y=y(”)...

y dado un polinomio p(r) = a,r" + a,_1r" ' +...+ a, r + ay definimos el operador lineal

p(D):€"(I) =€), p(D)y=a,D"y+a, D" 'y+..+aDy+agy
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® Destacamos la completa analogia que existe entre el operador p(D) y el polinomio matricial p(A) estudiado en el
capitulo 4: en el caso de p(A) la matriz A también representa un operador, aunque entre espacios de dimensién
finita.
Con la definicién 7.3 podemos reescribir la ecuaciéon homogénea (7.14) como
pD)y=0 con p(r)=r2+a1r+a0 (7.15)
En lo que sigue, aprovecharemos la factorizacién de este polinomio para resolver la ecuacién.
Ejemplo 7.4
Consideramos la ecuacion homogénea
y'+y -2y=00D’y+Dy-2y=0% (D*+D-2)y=0

En este caso, el polinomio definido en (7.15) es p(r) = r? +r —2 = (r — 1)(r + 2). Veamos que el operador (D? + D —
2) puede factorizarse como (D — 1)(D + 2). Para ello, probamos que (D —1)(D + 2) aplicado a cualquier funcién da
exactamente lo mismo que la aplicacién de (D? + D —2). Usamos las definiciones y la propiedad asociativa de los
operadores:

(D-1)(D+2)y=(D-1[(D+2)y]
=(D-1)(Dy+2y)
=DDy+2y)—-(Dy+2y)
=(D*+D-2)y

La ecuacién original puede escribirse entonces como
(D-1)(D+2)y=0< (D-1)[(D+2)y] =0

vale decir que la funcién (D + 2)y debe ser un elemento del nticleo del operador (D — 1). Este nticleo no es dificil de
calcular:
(D-Nv=0oDv=veov=ke! conkeR

Hemos reducido la ecuacién original a la ecuacién de primer orden
(D+2)y=ke' &y +2y=ke' (7.16)
que podemos resolver multiplicando por el factor integrante e?’:
'y +e*'2y = ke!
(eZty), = kedt

k
eZtyzgegt+C2 conCy eR

Entonces la solucién general de (7.16), que coincide con la de la ecuacién homogénea, es el conjunto de funciones de

la forma

k
y(t) = get+C2e_2t

y renombrando las constantes queda

y(t):Clet+C2e_2t conCy,CeR
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Los argumentos usados en el ejemplo anterior se pueden adaptar a cualquier caso en que las raices del polinomio p(r) =
r2 + a1 + ag sean dos nimeros reales distintos. De alli el interés en la siguiente definicién.

Dada una ecuacion diferencial como la definida en 7.2, la ecuacién
2 _
r‘+air+ag=0

Se conoce COmMo su ecuacion caracteristica.

Dejamos como ejercicio para el lector generalizar el trabajo hecho en el ejemplo para demostrar el teorema siguiente.

i iiiﬁ’ I I- |.| i

Si la ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea (7.14) tiene dos raices reales distintas r; y r, entonces
{e", e} es una base del conjunto de soluciones y la solucién general estd formada por las funciones de la forma

y=Cie"'+Ce?"  conCy,CreR

Ejercicio.
7.4 Resuelva el siguiente problema de valores iniciales

y'+y -12y=0
y0) =1
y'(©0) =2

Si la ecuacién caracteristica tiene una raiz real doble, no podremos encontrar dos soluciones independientes de la forma
e, e Elteorema que sigue caracteriza al conjunto solucion de tal caso.

Sila ecuacion caracteristica de la ecuacion homogénea (7.14) tiene una raiz real doble ry, entonces {te’'?, e’} es una
base del conjunto de soluciones y la solucién general estd formada por las funciones de la forma

y=Cite"' +Cre'"  conCp,CreR

Demostracion:
Como en este caso es (r — r1)% = 0, la ecuacion (7.14) se escribe como

(D-r)D-r)y=0e(D-r)[(D-r)y]=0

Luego la funcién (D — r1)y debe ser un elemento del nticleo del operador (D — ;). Vale decir que (D — r1)y debe ser de la
forma
(D-r)y=Ce"" conCieR

De esta forma, la ecuacién original es equivalente a la ecuacién de primer orden

y/_rly:Clerlf (7.17)
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Al multiplicar por el factor integrante e "* obtenemos

— / —
e "ty —rey=0

(e—rlty)’ — Cl

eM'y=Cit+C, conCreR
Luego la soluciéon general de la ecuacion (7.17) y por ende de la ecuacién homogénea, es
y(t) = Cyte' + Cre™!

Queda como ejercicio verificar que las funciones ze"’ y "’ son independientes. |

Ejercicio.
7.5 Resuelva el siguiente problema de valores iniciales

y'+4y' +4y=0
y) =1
y'(©0)=0

Siendo el polinomio definido en (7.15) con coeficientes reales, s6lo nos queda por considerar el caso en que tiene dos raices
complejas conjugadas. Para poder pensar esta situacion, consideraremos funciones de I — C donde I es un intervalo abierto
en R. Podemos representarlas con la forma general

f@O=u@®+iv()
donde u(t) y v(¢) son funciones de I — R. En caso de que u(#) y v(¢) sean derivables, la derivacion se define mediante®
flo=uw+iv'(D

La resolucion de las ecuaciones diferenciales que hemos estudiado puede extenderse sin dificultades a esta clase de funcio-
nes. En particular, prestaremos atencion a la funcién exponencial e'!. De acuerdo con la férmula de Euler, es

el =cost+isent
Luego, definiendo para b € R la funcién
f:R—C, f(r) = e’ = cos(br) +isen(bt)
—— —\—
u(r) u(t)
resulta
ib !
(e’ t) = —bsen(bt) + ibcos(bt)
=ib[cos(bt) +isen(bt)]

= ibe't!

como podia esperarse.

3Esta escueta presentacion de las funciones con valores complejos no pretende ser rigurosa. Remitimos a los lectores interesados en el tema a cualquier
texto de andlisis matematico.
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Ejercicio. Demuestre que para cualquier nimero complejo z = a + bi resulta

(ezt)’ — Zezt

Usando estas funciones y sus propiedades, se puede probar un teorema totalmente anélogo al 7.6 demostrado para raices
reales distintas, con lo cual la solucién general estd formada por las funciones de la forma

y=zie" +z5e™!

donde r; = a+bi y r, = a—bi son las raices conjugadas y zi, z; € C. Usualmente, de toda esta familia ampliada de soluciones
interesan las funciones a valores reales, como las que habiamos obtenido en los problemas anteriores. Para hallar estas
funciones a valores reales, debemos desarrollar la expresion de la solucién general:

(a+bi)t (a-bi)t

zie" + zpe?t = z1e +z0e

=z eatebzt + Zzeatefbtt

= z1e [cos(bt) + i sen(b1)] + zpe™ [cos(bt) — i sen(bt)]

= e [(z1 + z2) cos(b1) + (iz1 — i zp) sen(b1)]
Dado que z;, zp € C son arbitrarias pueden elegirse de manera que verifiquen el sistema (siempre compatible)

zZ1+22=C;

iZl - iZg = Cg
donde C;, C, son arbitrarios. En resumen, las soluciones son de la forma
e [C) cos(bt) + Co sen(bt)]
y llegamos a la solucién general de la ecuacién homogénea con funciones reales.
Si la ecuacién caracteristica de la ecuaciéon homogénea (7.14) tiene dos raices complejas conjugadas r; = a+ bi y

r2 = a—bi (con b # 0), entonces {e?’ cos(b1), e* sen(bt)} es una base del conjunto de soluciones y la solucion general
estd formada por las funciones de la forma

y=Cre“ cos(bt) + Cre* sen(bt)  con Cy,CreR®

%Bventualmente, estas constantes podrian ser nimeros complejos, aunque en esta exposicién nos restringimos a las funciones con valores
reales.

Ejemplo 7.5 (Problema de valores en la frontera)

Consideramos la ecuacién diferencial
y'+16y=0

cuya ecuacién caracteristica es 1> + 16 = 0. Sus raices son los niimeros complejos conjugados r; = 4i y r, = —4i. De
acuerdo con el teorema 7.8, una base del conjunto de soluciones sera {eo't cos(4r),e% sen(4 t)} ={cos(4t),sen(41)}. La
solucién general es

y=_Cjcos(dt) + Cysen(4t) con C;,CreR
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En las aplicaciones, es muy comun encontrar problemas en que la solucién debe verificar ciertas condiciones en
los extremos de un intervalo. Es lo que se conoce como un problema con valores en la frontera. Consideremos, por
ejemplo, el problema

y'+16y=0
y(0)=0
y(§)=1

Al evaluar la solucién general en ¢ = 0 deducimos que debe ser C; = 0, mientras que al evaluar en ¢ = § deducimos
que C; = 1. Por lo tanto, la tinica solucién al problema de valor en la frontera es

y(t) =sen(4t)

Ejercicio.

7.6 Resuelva, cuando sea posible, los siguientes problema de valores en la frontera

y'+16y=0 y"'+16y=0
y(0)=0 y(0)=0
y(§)=0 y(§)=1

Ejercicio.

7.7 Resuelva el siguiente problema de valores iniciales

y'=2y'+5y=0
y(0) =2
y(©0)=-1

7.6 Método de los coeficientes indeterminados

187

Como ya sefialamos en el teorema 7.5, para resolver la ecuacion de segundo orden definida en 7.2 necesitamos la solucién ge-
neral de la ecuacién homogénea y una solucion particular. En la seccién anterior hemos indicado c6mo resolver la ecuacion
homogénea. En cuanto a encontrar una solucién particular, en el ejemplo 7.3 lo hicimos basdndonos en una conjetura: dado
que el término independiente de la ecuacién era un polinomio, propusimos como solucién un polinomio con coeficientes a

determinar. Veamos algunos ejemplos mds en que se usan recursos similares.
Ejemplo 7.6

Consideramos la ecuacioén diferencial
y//_2y1+y:362t

cuya ecuacién caracteristica es r>~2r+1 = (r—1)? = 0. De acuerdo con el teorema 7.7, la solucién general del problema
homogéneo tiene a todas las funciones de la forma

y=C1f€t+C2€t conC;,CreR

Para encontrar una solucién particular, observamos que las derivadas de cualquier orden de la funcién e/ son muil-



Ecuaciones diferenciales y
188 sistemas de ecuaciones diferenciales

tiplos de la misma funcién. Luego, si la reemplazamos en la expresién y” — 2y’ + y obtendremos un muiltiplo de e?’.
Para que ese multiplo sea el adecuado, consideraremos la funcién yp(t) = Ae?t:

Vp—2¥p+yp =4Ae" —4Ae* + Ae®' = Ae*' =3¢*
de donde deducimos que A = 3; la solucién particular buscada es y, (1) = 3e?! yla solucién general resulta

y:3e2t+C1tet+Cget conCi,CreR

Ejemplo 7.7

Consideramos ahora el caso
y"=3y' +2y=3e'

En este caso, la ecuacién caracteristica es 12 —3r +2 = (r — 1)(r — 2) = 0. De acuerdo con el teorema 7.6, la solucion
general de la ecuacién homogénea tiene a todas las funciones de la forma

y=Cre' +Ce?’  conCp,CreR

La novedad en este problema es que no podemos proponer soluciones de la forma y,(¢) = Ae’, puesto que son so-
luciones del problema homogéneo y se anulan al reemplazarlas en la expresién y” — 3y’ + 2y. Proponemos entonces
yp(t) = Ate’. Antes de reemplazar en la ecuacion, calculamos las derivadas necesarias:

vy = Ae' + Ate’
yp = Ae' + Ae' + Ate' =2Ae" + Ate'
y entonces

3e' =y, =3y, +2yp
=2Ae' + Ate' -3 (Ae' + Ate') +2Are’
=—Ae’

de donde deducimos que A = —3; la solucion particular buscada es y, () = —3re’ y la solucién general resulta

y=-3te' +Cie' + Ce*’  conC;,CeR

Ejemplo 7.8

La ecuacién
y' =3y +2y=2cost

tiene asociada la misma ecuaciéon homogénea que el ejemplo anterior. S6lo nos falta entones encontrar una solu-

cion particular. En este caso, debemos tener en cuenta que las derivadas de la funcién coseno son, alternativamente,

muiltiplos del seno y del coseno. Proponemos entonces y,(f) = Acos  + Bsen ¢ y calculamos las derivadas necesarias:
yp=—Asent+Bcost

yp=—Acost— Bsent
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y entonces

2cost=y, =3y, +2yp
=—Acost—Bsent—3(—Asent+ Bcost)+2(Acost+ Bsent)
=(A-3B)cost+ (3A+B)sent

Dado que cos ¢ y sen ¢ son funciones linealmente independientes, existe una tinica combinacién lineal de ellas que da
la funcién 2 cos ¢. Esto justifica que podamos igualar los coeficientes respectivos y plantear el sistema de ecuaciones
A-3B=2
3A+B=0

de donde deducimos que A = % yB=- %; la solucion particular buscada es y,(f) = % cost— % sen t yla solucion general
resulta

1 3 t 2t
yzgcost—gsent+Cle +Coe con C;,CreR

Los ejemplos anteriores ilustran los recursos que usualmente se usan cuando el término independiente de la ecuacién dife-
rencial es un polinomio, una exponencial, un seno o un coseno. Creemos que deberian ser claros e indicar cémo proceder en
cada situacion. De todos modos, dejamos asentada una expresion general del método, cuya comprobacion puede buscarse
en la bibliografia.

Proposicion 7.1, (Método delos coeficlentes indetermiados

Si en la ecuacién diferencial
Y + a1y +apy = f(0)

definida en 7.2 la funcién f(#) es de la forma
f(®) = q(t)e* cos(Bt) 6 f() =q()e* sen(B1)
donde g es un polinomio a coeficientes reales y a, f € R, entonces existe una solucién particular de la forma
yp(1) = t°e% (g1 (t) cos(Bt) + g2(1) sen(B1))

donde ¢, y g2 son polinomios a coeficientes reales de grado menor o igual que el de g y s es la multiplicidad de a + i
como raiz de la ecuacién caracteristica (en particular, s =0 si @ + i f no es raiz).

Dejamos como ejercicio para el lector comprobar que todos los ejemplos anteriores se pueden interpretar como casos par-
ticulares de esta proposicion.

@ Una pregunta que naturalmente surge en este contexto es como encontrar una solucién particular cuando no se
cumplen las condiciones del método de los coeficientes indeterminados, valido tan sélo para una clase reducida
de funciones. Aunque no lo expondremos en este curso, mencionamos que existe un método general conocido
como variacién de pardmetros. Remitimos a los lectores interesados a la bibliografia de ecuaciones diferenciales.
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Ejercicio.

7.8 Resuelva los siguientes problemas de valores iniciales

J/N—GJ/,+9J/= e3t y”—9y= tzet
y(0) =1 y©0) =1
y'(0)=-1 y'(©0) =0

7.7 Sistemas de ecuaciones diferenciales

Para presentar este tema, comenzaremos planteando un modelo de crecimiento de una poblacién (entendida en sentido
amplio: podria ser de humanos, animales, plantas...). Una primera aproximacion al problema seria considerar que el creci-
miento es proporcional a la cantidad de individuos que dicha poblacién tiene. Adoptando la notacién x(f) para representar
la cantidad de individuos en funcién del tiempo, la ecuacién diferencial

x'(0) = kx(®)

representa nuestro modelo: x’ da cuenta de la variacion de individuos por unidad de tiempo, que resulta proporcional a la
cantidad de individuos que la poblacién efectivamente tiene.* La constante de proporcionalidad k es un dato empirico de
cada poblacién. La solucién general de esta ecuacién es

x()=Ce*"  conCeR

y la primera objecién que puede hacerse a este modelo es que la poblacién tiende a infinito conforme avanza el tiempo (si
k > 0). Evidentemente, se trata de un modelo poco realista, que no tiene en cuenta las limitaciones con que se encuentra una
poblacién creciente. Un modelo un poco més sofisticado es el que admite las poblaciones x; () y x»(¢) de dos especies que
interactuan. Las ecuaciones

x1(0) = anx1 (1) + arax2 (1)

X5 (1) = az x1(8) + Az X2 ()

(donde ayy, a2, a2, az € R) reflejan esta interaccién, puesto que el cambio de cada poblacién depende de las dos especies.
Consideremos el caso en que x; (¢) es una poblacién de ratones y x» () de lechuzas: estamos frente a un modelo de predador-
presa. La cantidad de ratones tenderd a aumentar proporcionalmente a si misma, pero disminuird proporcionalmente a la
cantidad de lechuzas que los cazan. Vale decir que deberd ser a;; >0y a;» <0. A suvez, la poblacién de lechuzas deber4 cre-
cer proporcionalmente a la cantidad de ratones disponibles para alimentarse. Por otra parte, cuanto mayor sea la poblacién
de lechuzas menor disponibilidad de alimento tendra para cada individuo. Esto permite suponer que serd az; >0y a2 < 0.
Para ilustrar este modelo, consideramos el sistema de ecuaciones diferenciales®

X1 (1) = 1x1 (1) — 2x2(1)
x5 (1) = 2x1 (1) — 4x2(1)

4Cualquier poblacién tiene una cantidad entera de individuos. Al pensarla como una funcién derivable x(f) que puede asumir valores fraccionarios
estamos haciendo una simplificacién que nos permite aplicar los recursos del calculo.

5El lector debe estar al tanto de todas las simplificaciones que se han hecho en este modelo y, por ende, reconocer sus limitaciones. Los modelos biol6-
gicos mads sofisticados exceden los propésitos de este ejemplo.
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Para resolver este sistema lo representamos matricialmente

@ [ |1 -2 x1(1)
B0 |2 4| w0
—_— ———
X'(1) A X()
y realizamos una diagonalizacién de la matriz A:
A= 1 2 -3 0 -1/3 2/3
121 0 0 213 -1/3
— ~~ ~- d
P D p-1

Entonces el sistema original puede escribirse como
X'= AX=PDP'X

Multiplicando a izquierda por P~! queda
P 'Xx'=DP'X
Dado que P~! es una matriz que contiene constantes, las reglas usuales de derivacién nos permiten escribir
(P7'x) =D (P'X)

De esta forma, el cambio de variable Y (f) = P~ X(¢) transforma al sistema original en un sistema desacoplado

/ — —_ ! = -
V' =DY & .V}(t) _| 30 n@ | Bn@ | J’}(t) 3y1(1)
V(1) 0 0 y2(1) 0 y5() =0
donde cada funcién incégnita se encuentra en una ecuacion diferencial lineal sin vinculo con la otra. La resolucién en este
caso es
t C -3t
n = 1€ conC;,CreR
Yo(t) C
y para conocer la solucion del problema original deshacemos el cambio de variables:
2 Cle_3t C16_3[+2C2
X)) =PY(t)= = C,GeR
(1) (1) ‘ C 20,3 4 Cy con Cy,C,

0 sea que
x1(1) =Cre 3 +2C,
X2(t) = 2C16_3t +Cy

Las constantes Cj, C» € R quedan determinadas por las condiciones iniciales. Si, por ejemplo, la poblacién inicial de ratones
cuenta con 500 individuos y la de lechuzas con 400, al evaluar la solucién general en ¢ = 0 queda el sistema de ecuaciones

C1+2C, =500
2C1 4+ Cr =400
de donde se deduce que C; =100y C, =200 y por ende
x1(£) = 100e 3" + 400
x2(2) = 200e73" + 200

El modelo predice que a medida que pasa el tiempo, las poblaciones de ratones y lechuzas tenderdn a estabilizarse en 400 y
200 individuos respectivamente. Mds atin, en la solucioén general general se aprecia que, para cualquier condicién inicial, la
poblacién de ratones tenderé a duplicar a la de lechuzas.
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Ejercicio.
7.9 Considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

x1 () = 3x1 (£) — x2(1)
x5 (1) = —2x1 (1) + 2x2(2)

= Encuentre la solucién que verifica las condiciones iniciales x; (0) = 50 A x2(0) = 250.

= ;Qué tipo de relacién podria estar representando este sistema? Dé un ejemplo.

La definicién que sigue generaliza el problema que hemos estudiado en el ejemplo.

Un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

x(8) = anx (6 +..+apx, () + fi(1)

X,(8) = amx1(0) + ...+ AppXn (0 + fr (D)

donde las funciones derivables x; (f) son las incégnitas, los coeficientes a; ; € R son constantes y las f;(¢) son funciones
continuas en cierto intervalo abierto I, se denomina sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes.

Adoptando la notacién
x1(2) x} (1) an o dip A
X(1) = e X'(n= - A=| ¢ . F(r) =
Xn (1) x;l(t) ap1  ** dpn fn(2)

el sistema puede escribirse como
X'=AX+F

En el caso de que sea F(¢) = 0 para todo t € I se dice que es un sistema homogéneo.

Si ademads se buscan soluciones que verifiquen una condicién de la forma X(#;) = X, para ciertos f € [ y Xp € R", se
tiene un problema de valores iniciales.

Como ya hicimos en el caso de la ecuacién de segundo orden, comenzaremos estudiando el caso homogéneo para luego
pasar al general.

7.8 sistemas homogéneos

En los textos de ecuaciones diferenciales se demuestra que cualquier sistema homogéneo en las condiciones que estamos
estudiando tiene una solucién general, que dicha solucién es un subespacio del espacio de funciones €!(I,R") y que la
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dimensién de ese subespacio es n. Nuestro estudio se limitard al caso en que la matriz es diagonalizable, para el que aplica-
remos los mismos recursos que en el ejemplo de la seccién anterior.

Dado un sistema de ecuaciones lineales homogéneo
X' = AX

con las condiciones definidas en 7.5, si existe una base {v, ..., v,;} de R” compuesta por autovectores de A de modo tal
que Av; =A;v;coni=1,..,nyA; €R, entonces

{e’“tvl, . e’lﬂtvn}

es una base del espacio de soluciones del sistema.

Demostracion:
Planteamos en primer lugar la diagonalizacién de la matriz de coeficientes del sistema: A= PDP~! donde

P= U1 V2 Un D =

Al reemplazar en el sistema obtenemos
X'=PDP'X & (P7'X) =D(P7'X)
con lo cual el cambio de variable Y = P71 X conduce al sistema

Y =hn@)
Y'=DY & .
V(&) =2Apyn(t)
Dado que las ecuaciones estan desacopladas, la solucién se calcula inmediatamente como

C1 6/11 t

Y(r) = : conCy,...,.Cr,eR

Cpetnt

Para conocer la solucidon del sistema deshacemos el cambio de variables:

Clellt
X(t)=PY(t)=P : =CreM v+ .+ Cpetly,  conCy,..,CheR

Cne/lnt

Esto prueba que el conjunto {e’ll tor, ..., et v, } genera todas las soluciones. Para probar su independencia lineal, planteamos
la combinacién lineal que da la funcién nula:

CieMivy+ ..+ Cpettu, =0 Vrel
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Ahora bien, como los vectores vy, ..., v son independientes, los coeficientes deben ser nulos:

Cleht =0

Cnel"t =0

y dado que las funciones exponenciales no se anulan, se deduce que C; = ... = C;; = 0, como queriamos. O

Ejemplo 7.9
Resolveremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

x) (1) = =x1(8) + x2(8)
X5 (£) = x1(£) +2x2 () = 3x3(1)
x5(8) = x1(2) + x2(8) — 2x3(0)

cuya matriz de coeficientes

-1 1 0
A= 1 2 -3
1 -2

es diagonalizable y sus autoespacios son

S.o=gen{[-111]"}  S;=gen{[121]"}  Sp=gen{[111]"}

Por lo tanto, la solucién general es

-1 1 1 —C1€72t+C26t+C3
X(1) = Cle_Zt 1 +C2€t 2 1+C3| 1 |= C1€_2t+2C2€[+C3
1 1 1 Cle_2t+C2et+C3

donde C1,C,C3€R.

Ejercicio.
7.10 Considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

x1(0) = x2(8) — x3(0)
x5 (1) = 2x(1) — 2x3(1)
x3(8) = x2(£) = x3(1)

y encuentre la solucién general.

De manera similar a lo que habia ocurrido en el caso de las ecuaciones diferenciales de segundo orden, es posible que la ma-
triz de coeficientes del sistema tenga autovalores complejos. En tal caso, vale un teorema como 7.9 admitiendo autovalores
complejos y autovectores en C”. La demostracion es idéntica a la que hemos hecho para el caso real. Como en las ecuaciones
de segundo orden, serd de interés encontrar una base de soluciones en R.
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Ejemplo 7.10
Resolvamos el sistema X’ = AX con
4 -3
A=
3 4

Los autovalores son dos niimeros complejos conjugados: 11 =4 —3i y A, =4 + 3i. Los autoespacios asociados son
Sy, =geni[l iI'} Sy, =gen{[l —-il}
y por lo tanto la solucién general del sistema es

1
-

(4+3i)t

X(1) = Cye301 +Ce

donde C;,C, € C. Para encontrar funciones de I — R que generen la solucién general, desarrollamos la expresion
obtenida:
1
—i

X(t) = Cie* [cos(31) — isen(31)] +Cye! [cos(31) + i sen(37)]

_4¢| Cicos(31)+Cycos(31) . ar| —Cisen(31) + Czsen(31)
B C; sen(3t) + Cosen(31) C; cos(31) — Cy cos(31)
cos(31) . —sen(31)
=(C1+C)e*! +i(Cp—Cp)e*t
© 2)e sen(31) HG 2)e cos(31)

y podemos entonces decir que todas las soluciones de I — R son de la forma

3t - 3t
X(5)=Dyett | 0SB0 | | TsenB0
sen(31) cos(31)
con Di,D, €R.
Queremos destacar que las dos soluciones independientes
3t - 3t
®y(0) = R cos(31) Oy (1) = oM sen(31)
sen(31) cos(31)

son las partes real e imaginaria, respectivamente, de la solucién

e*' [cos(31) — isen(37)]

obtenida a partir de 1;.

Al final del ejemplo anterior sefialamos que las partes real e imaginaria de una solucién eran a su vez dos soluciones reales.
Este hecho no es una casualidad sino que puede generalizarse adaptando el desarrollo hecho en el ejemplo.
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. Teorema7.10

Dado un sistema de ecuaciones lineales homogéneo
X'=AX

con las condiciones definidas en 7.5, si la matriz A tiene un autovalor complejo A = a+bi (con b # 0) con un autovector
asociado v entonces

@ Las funciones a valores complejos
oi(n=erMv  y D) =MD
son dos soluciones independientes del sistema.

Q D2 () =1(1)

© Las partes real e imaginaria de ®; (¢) son soluciones a valores reales del sistema y resultan linealmente indepen-
dientes.

Demostracion:
Veamos que @ (¢) es solucion:
(1) = Aery=eM Ay = A(e“v) = AD; ()

El caso de ®,(t) se basa en el hecho (estudiado en el capitulo 4) de que para matrices reales el conjugado de un autovalor
también es autovalor, con autovector conjugado:

Av=Av=Av=A7
y se demuestra de manera andloga. La independencia lineal surge de plantear la combinacién que da la funcién nula
C101 (D) + Co®a(D) =0 Cret v+ CreMT =0
y recordar que a autovalores distintos corresponden autovectores independientes, con lo cual deben ser
CreM = Cret =0

y necesariamente C; = C, =0.
La propiedad @ es una consecuencia inmediata de las propiedades de la conjugacion y se deja como ejercicio.

Para demostrar @), sefialamos que por ser el conjunto solucién del sistema homogéneo un subespacio, cualquier combina-
cion lineal
C101 (1) + CoD2 (1) = Cr01(8) + Co D4 (1) (7.18)

serd solucion. Recordando entonces que las parte real e imaginaria de un ntimero complejo z surgen de

zZ+2z z2—z
Rez=—— Imz= -
2 21

podemos elegir en la expresion (7.18) las combinaciones lineales con C; = C, = %:

D1(5) +D1(1)

=Re®, (¢
2 ed, (1)
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ycon Cy = %, C = ;—ll
@ (1) = P1 (1) _
2i B
La independencia lineal de Re ®; (#) e Im @, (#) se deduce de la independencia de ®; y @, y se dejan los detalles como ejerci-

cio. O

Im®, (1)

Ejercicio.
7.11 Encuentre una base del espacio de soluciones del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

X1 (1) = 2x1 (1) — x2(1)
x5 (1) = x1(8) +2x2(1)

7.9 sistemasno homogéneos

Al comenzar a estudiar sistemas de ecuaciones diferenciales vimos que si la matriz de coeficientes es diagonalizable, enton-
ces un cambio de variable permite resolver el caso homogéneo. Veremos ahora que ese mismo cambio resuelve el caso no
homogéneo

X'=AX+F

como fue definido en 7.5. Para ello, consideramos nuevamente la factorizacién A= PDP~! y reemplazamos en el sistema
X'=PDP'X+F
Al multiplicar a izquierda por P~! resulta el sistema equivalente
(P7'X)' =D(P7'X)+P'F

Con el cambio de variable Y = P71 X resulta
Y =DY+P'F

Como P~!F es un vector de funciones conocidas, lo que queda por resolver son n ecuaciones desacopladas en las incégnitas
y1(8),..., yn(1), paraluego deshacer el cambio de variable.

Ejemplo 7.11
Resolver el sistema de ecuaciones
, 2 -1 e’
X = X()+
-1 2 0
N—— N——
A F(1)

Los autovalores de la matriz A son A; =1y A, = 3. Sus correspondientes autoespacios son

S1=gen{[11]"} S3=gen{[l —1]‘}
Por lo tanto
A 1 1 10 172 1/2
11 -1 0 3 1/2 =1/2

P D p-1
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Entonces y como ya habiamos anticipado, el sistema original puede escribirse en la forma

1 0
0 3

1/2 1/2
1/2 -1/2

e
0

Y =DY+P 'Fe

y1(0)
V5 (D)

y1(1) +
yo(1)

y llegamos a las dos ecuaciones desacopladas
/ L
n=y+ Ee
! 1 t
Yo (1) =3y2(0) + Ee

Se trata de ecuaciones diferenciales lineales, cuyas soluciones son

t t
yl(t)zclet+%

t

e
t =C 3t__
y2(t) = Ce 2

con Cy, C; € R. Para conocer la solucién del problema original deshacemos el cambio de variables:

t t
1 1 C1€t+& Clet+Cze3t+ @i-le
_ _ 2 _ 1
X)) =PY()= 1 -1 ] Co3t_ ¢ Cret — Cy o3t 4 21H0e! conCy,Cr eR
2 4 1€ 20 + T
Podemos reescribir la solucién como
1 p @2t-De'
X()=Ceé ) +Cye’t |t PP conC;,CreR
1

para apreciar que la solucién consta, como era de esperarse, de la solucion general del problema homogéneo X' = AX
sumada con una solucién particular.”

“Los lectores interesados en conocer la generalizacion de este comentario podran consultar la bibliografia.

Ejercicio.
7.12 Encuentre la solucién general del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

X = X1 —3x2

xp=-3x1+x—e'




Soluciones

Soluciones del Capitulo 1

1.1 Lo primero que observamos es que las operaciones que se han definido son cerradas, porque tanto el producto de nt-
meros positivos como las potencias de un niimero positivo son niimeros positivos. Con respecto a las propiedades de la
suma y el producto, es sencillo comprobarlas usando los resultados conocidos sobre ntimeros reales. Asi, por ejemplo, para
comprobar la propiedad @ consideramos

(a@+B)(x1,x2) = (ximm,x;“ﬁ)) = (xf‘xf,xg‘xf) = (xf, x5) + (xf,xzﬁ) = a (x1,x2) + B (X1, X2)
Por ultimo, el elemento neutro para la suma es Oy = (1,1) y el opuesto del vector u = (x1, xp) es —u = (xl’l, xz’l).

1.2 Planteando la combinacién lineal w = a; v, + a2 resulta (1 +7,2) = a1(1,0) + @2(0,1) = (a1, @2). Esto implica que nece-
sariamente ¢y = 1+i A ay =2.

1.3 Considerando la equivalencia trigonométrica sen(a + b) = sen acos b + cos asen a resulta para todo x € R:
Y4 Y4 /4 /4 2 2
sen (x + —) =sen (— + x) =sen (—) cos X +cos (—) senx=——Ccosx+ —senx
4 4 4 4 2 2

Por lo tanto f = gfl + ‘/Tng.

1.4 Como se trata de una doble implicacién, supondremos en primer lugar que los vectores {vy, v2,..., v;} constituyen un
conjunto linealmente dependiente. Esto significa que existen escalares a;,a2 = ... = a; no todos nulos tales que a;v; +
a» 12 + ...+ arv, = 0y. Podemos suponer, sin perder generalidad, que a; # 0. Entonces

a2
a1V =—QV2 —...— Ay Vr = U1 Z—a—vz—...—a—l/r

y esto exhibe un vector que es combinacién lineal de los demas.
Reciprocamente, si un vector es combinacidon lineal de los demds, podemos suponer una vez mas que es v = Bo V2 +...+ Uy
Pero entonces se tiene una combinacidn lineal no trivial que da cero:

Oy =(-Du; +,62U2 +.. +,6r 4%
y se trata de un conjunto linealmente dependiente.
1.5 W (fi, f2, f3) (x) = 2x, con lo cual basta con elegir x # 0 y aplicar el teorema 1.3.

1.6 Esel enunciado contrarreciproco del teorema 1.3, y por lo tanto es equivalente.
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1.7 Una alternativa es demostrar que es un conjunto generador y aplicar el teorema 1.8. Para ello alcanza con mostrar que
los polinomios de la base canénica pueden obtenerse como combinacién linealde 1 — ¢, 1+ ¢y 2.

1.8 Por ser rectas distintas, existen dos vectores linealmente independientes u, v tales que S; = gen{u} y S» = gen{v}. Por lo
tanto S; + S, contiene a todas las combinaciones lineales de u y v. Luego si las rectas estdn en R? es S; + Sy = R?, mientras
que si las rectas estan en R3, S; + S, es el plano que las contiene.

1.9 El plano S; admite una base {u, v}, mientras que la recta So admite una base {w}. El vector w no es combinacién lineal
de uy v (3por qué?). Luego el conjunto {u, v, w} es un base de R3. De esta forma, para cada vector v € R® existen y son tinicos
los escalares a, 8,y tales que
v=au+pr+yw=(au+pv)+yw
€S €S
1.10 By ={r*-1,13—1}, B, = {r* +8} y B3 = {212 + t* + 15} son respectivamente bases de S;, Sz y S3. No se verifica la ecua-
cion (1.18), puesto que dim (S7 + S + S3) = 3 mientras que dim (S;) + dim (S») + dim (S3) = 4 (probarlo).

Soluciones del Capitulo 2

2.1 Esposible que para algunos lectores no sea clara la definicién de la funcién f. Cuando eso ocurre, antes de lanzarse a la
resolucién del planteo propiamente dicho, es recomendable hacer un ejemplo sencillo de uso de la definicién. En este caso,
consideramos el polinomio p(t) =3 2—5. Entonces la transformacién consiste en evaluar al polinomio en cero: f(p) = p(0) =
-5.

Ahora si, para demostrar que es una transformacién verificamos que se cumplen las dos condiciones.

@ dados p,ge P : f(p+q)=(p+q)0) =p(0)+q0) = f(p)+ f(q) (donde hemos usado la definicion de suma en 2,).

@ dados p e 25, a €R: f(ap) = (ap)(0) = a(p(0)) = af(p) (donde hemos usado la definicién de producto por escalar en
P).

2.2 Alcanza con aplicar el teorema 2.2 a f(V)y f’1 Ow).

2.3
= Una posibilidad es f [(x1, x2)] = (x1 + X2, X2). ;Hay otra posibilidad?
= Una posibilidad es f [(x1, x2)] = (x1,0). ;Hay otra posibilidad?

2.4

= Para que f sea un isomorfismo, debe cumplirse que dim(Nu f) =0y alavez que Im f = W, con lo cual el teorema de la
dimensién queda para este caso dim(V) = 0+ dim(W).

» Im f € W ypor ende dim(Im f) < dim(W). En el teorema de la dimensién queda
dim(V) = dim(Nu f) + dim(Im f) < dim(Nu f) + dim(W)
con lo cual, teniendo en cuenta que dim(V) > dim(W) < dim(V) —dim(W) >0
0 <dim(V) —dim(W) < dim(Nu f)

y el ntcleo no es trivial, por lo que f no puede ser un monomorfismo.
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Soluciones del Capitulo 3

3.1 Dadas matrices arbitrarias A, B, C € R™*" y k € R, comprobamos que se verifican las condiciones de la definicion.
QA B+0O)=tr(A'(B+O) =tr(A'B+A'C)=tr (A'B) +tr (A'C) = (A, B) + (A, 0)

@(kA,B)=tr((kA)'B) =tr(kA'B) = ktr(A'B) = k (A, B)

Para las dos tltimas condiciones apelamos al hecho de que tr(A’B) = ¥ aijbjjdondel1<i<mAl1=<j=<n.

O B) =t (A'B)=tr(B'A)= (B, A)

QA A =t(A'A)=0A (A, A=0A=0

3.2 Enelespacio 6 ([0,1]) es (f,8) =3y |g| = \/Tg En el espacio € (-1,1])) es (f,8) =0y | g = ‘/Té.
3.3 (u,v) = —4+4i, |ul = V6, vl =V14.
3.4 Laigualdad surge de aplicar la definicién de norma junto con las propiedades del teorema 3.1:

lu+ vl +llu-vi®=(u+v,u+v)+Ww—uv,u—71)
=(u,u) + (v, w) +(u, V) + (v, V) + (4, u) — (u, v) — (v, u) + (v, V)

=2 ul® +2|lv|?

Si uy v son vectores de R?, determinan un paralelogramo cuyas diagonales se corresponden con u+ vy u — v, por lo que se
puede decir que “la suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados de los
lados”. (Notar que en el caso de los rectangulos se deduce inmediatamente del teorema de Pitdgoras).

3.5 Las dos primeras son inmediatas a partir de la definicién y las propiedades de la norma. En cuanto a la tercera, es una
consecuencia de la desigualdad triangular 3.4:

dw,v)=llu-vi=lu-w+w-v)l<lu-wl+lw-vl=du w)+dw,v)
3.6 Desarrollando ||u + v||> como en la demostracion de la desigualdad triangular 3.4:
lu+vl? = llul® +1v1? +2Re (u, v)
Como se supone que ||z + vl|? = |ul? + | v[?, 1a cancelacién arroja
Re(u,v)=0
En el caso de un R espacio (y s6lo en ese caso), concluimos que (i, v) =0.

3.7 Como ya se prob6 en un ejercicio anterior, las funciones son ortogonales para el producto interno definido. Como ade-
mads no son nulas, constituyen un conjunto linealmente independiente de tres elementos en 2% y por lo tanto son una base
ortogonal. Como las normas no son uno (comprobarlo), la base no es ortonormal.

3.8 Ps(v)=(5,-3,—3), dw,8) = %.

3.9 (FilA)! = Nul4, (Col At = Nul A#

-1/vV2 1/v/3 -1/v6 V2 V2 V2
3.10 A= 1/v2 1/v3 -1/v6 0 V3 1/Vv3
0 1/v3 V6/3 0 0 v6/3
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3.11 Un paso previo ala construccién de la matriz es obtener una base ortonormal: B = {\/LE [10-10]%, \/ig [1210] t}. Luego

2 1 -1 0
g ol 12 1o
SET31 11 2 0
00 0 0
3.12 y:$x2+%x+%

3.13
» v—R(v) = (Ps(v) + Pg1 (v)) — (Ps(v) — Pg1(v)) =2Pg1 (v) € S*.
» 3 (W+RW) = 3 (Ps(v) + Pgi(v) + Ps(v) — Pg. (v)) = Ps(v).

v d(1, ) = ||Ps )] = |-Ps: ()| =d (R(v), 9).

Soluciones del Capitulo 4

4.1

= ([R]B)" = [R]p si n es impar, mientras que ([R]g)" = I si n es par. Geométricamente: al aplicar dos veces la misma
reflexién a un vector, se obtiene el vector original.

» det[R]g =det(Cpg[R]g Cpp) = detCgpdet[R]zdet(Cpp)~! = det[R]p

4.2 S3= gen{[l 1] t}; S = gen{[—l 1] t}; ms = m; = 1. Geométricamente, la transformacién produce una dilatacién de factor
3 en la direccién del autovector [1 1]7, mientras que en la direccién perpendicular los vectores quedan fijos. Se puede ilustrar
considerando que el cuadrado de vértices [0 0], [1 1]%,[0 2]?,[—1 1]’ se transforma en un rectangulo (;cudl?).

4.3 Laverificacién de las propiedades es inmediata. En cuanto a la semejanza, si A fuera semejante a I, existiria una matriz
inversible P tal que A = PIP~! = I lo cual es absurdo. Por lo tanto, las propiedades enunciadas en el teorema 4.2 no son
suficientes para que exista semejanza entre matrices.

4.4
1+iv3 0

’ V3
1-iv3
0 =

-i 1

APl= ]
i1

1
2

Esta no es la tnica posibilidad. Se puede alterar, por ejemplo, el orden de los autovalores y usar multiplos (no nulos) de los
autovectores.

4.5 pa(t) = -1 +12+33r+63 = —(r—7)(r+3)?. Llamando 1, = 7, el autoespacio asociado es Sy, = gen{[110]’}. Para 1, = -3,
tenemos que my, =2y

5
Nul(A-(-3)[)=Nul| 5 =Nul
0

S o
S o Ww
S O O
S O G
o
|
S W w

Por ende, si ¢ = 3 el autoespacio asociado es Sy, = gen{[—3 05]%,[-110] ’} yserd 1y, = my, = 2, con lo cual A serd diagonali-
zable. Si ¢ # 3 el autoespacio asociado a 1, serd de dimension 1, es decir que p), < m,, y la matriz no serd diagonalizable.
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4.6 Lainterpretacién geométrica como composicién de rotaciones permite anticipar que

cos(nf) —sen(nod)
sen (n6) cos (n6)

n_

Para demostrarlo formalmente, conviene estudiar primero el caso n = 2, que se demuestra usando las equivalencias trigono-
métricas sen(a + ) =senacosf+cosasenfy cos(a + ) =cosacos f—senasen f3.

4.7
1 1 0
A=PDP™! con P= y D=
0 0 2/3
Luego los vectores v € R? pueden escribirse en la forma
3 1
= +
v=al B 0
para a y  adecuados. Por lo tanto, para cualquier v € R?
1 3 2\k 1 3
Aky = qAF +,6Ak =a +ﬁ(_) —a
0 1 3 0 1

amedida que k — oo.

4.8 De dim [Nul(A—-31)] = 2 se deduce que 3 es un autovalor de multiplicidad geométrica 2. Se sabe que para el polinomio
p(t) = t>+2t resulta p(A) singular, es decir que un autovalor de p(A) es cero (;por qué?). Entonces, de acuerdo con el teorema
4.7, existe un autovalor A de A tal que p(1) = 0. Esto es, p(1) = A2 +21 = A(1+2) = 0. Ahora bien, A no puede ser cero porque A
es inversible, luego A = —2. En resumen, los autovalores de A son -2y 3, este ultimo de multiplicidad algebraica y geométrica
doble. Luego es una matriz diagonalizable.

4.9 Si A es diagonalizable existe una base {v1, v»,...v,,} de autovectores. De acuerdo con @ estos mismos autovectores seran
autovectores de p(A) y por ende p(A) serd diagonalizable.

Soluciones del Capitulo 5

5.1 Por tratarse de la matriz asociada a una reflexion con respecto a un plano, resulta $; = gen{[11 —2]%,[101]’} y S_; =
gen{[-131]’}. Una base ortonormal de autovectores es

B:{L[ll—z]f 714]%L[—131]f}
V6 V11

1
y T — [
V66
y una diagonalizacién posible es

1/vV6 7/vV66 —1/V11 1 0 O 1/vV6 1/vV6 -2/v6
A= 1/v6 1/v66  3/V11 01 o0 7/vV66 1/v/66 4//66
-2/v6 4/vV66  1/V11 0 0 -1 —1/v11 3/V11 1/V11

5.2 En general, no se cumple la relacion Q(x+y) = Q(x)+Q(y) ni Q(kx) = kQ(x). (Sin embargo, hay una matriz A parala cual
Q(x) = x' Ax define una transformacion lineal: ;cudl es?).

5.3
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n Q(x) =2x7F + X1 Xp — 2X1 X3 + 3X5 +3x5

2 3/2 -1/2
s A= 3/2 4 -1
-1/2 -1 -1

5.4 Con el cambio de variables como en el ejemplo 5.8 queda la ecuacién yf +3 yﬁ = k. Es decir que se trata de elipses si k > 0,
un punto si k =0 y un conjunto vacio si k <0.

5.5

1 -4
-4 -5

1

V5 V5

Con el cambio de variable x = Py la forma es Q(y) = 3 yf - 7y§. Por lo tanto, los conjuntos de nivel 41 (Q), A4_1(Q) son
hipérbolas (con distintos ejes) y A5 (Q) es un par de rectas.

2 1
-1 2

3 0
0 -7

1 2 -1

1 2

A=

5.6 Definida positiva, semidefinida positiva, indefinida, definida negativa, semidefinida negativa.
5.7 Como A es simétrica y sus autovalores son 7, 2 y —3, tenemos que Q(x) es indefinida.

1 ¢ . , -
5.8 Como Q(x) = x'Ax con A= 1 ], basta con determinar para qué valores de c los autovalores de A son positivos.
c

Estudiando la ecuacién det(A — ¢tI) = 0 se deduce que debe ser [c| < 1.

¢
P . 3 6
. - =+ |—== —= .
5.9 Elvalor minimo es -7y serealizaen x =+ [2 NN
5.10 (Pararesolver el problema se usa el cuadrado de la distancia, es decir la norma). La distancia minima al origen es \/Lé y

se realiza en los vectores x = £ [% %] . La distancia méxima al origen es % y se realiza en los vectores x = - [-1 1]

V8

5.11 (Larestriccién ya fue estudiada en el ejemplo 5.12). El méaximo es 2 y se realiza en los vectores x = +v/2[1 1]*. El minimo

es —% y se realiza en los vectores x = i\/g[—l 1%

5.12 La forma cuadrética se puede escribir como Q(x) = (3x; — x2)2. Luego los conjuntos de nivel A% = {x € [RZ/Q(x) = k}
estan vacios si k < 0, son un par de rectas si k > 0, una recta si k = 0. Se trata de una forma semidefinida positiva. El valor
minimo sujeto a la restriccién lxI® =1 es cero y se alcanza en los vectores iﬁ [13]%; el maximo es 10 y se alcanza en los

1 1_31¢t
Vectoresim[ 31]°.

Soluciones del Capitulo 6

6.1 Esuna consecuencia de que Nul A = Nul (A’ A) como probamos en el teorema 3.17.

6.2 Los autovalores de A" A son A1 = 360, A, =90 y A3 = 0. Luego los valores singulares de A son o1 = v/360 = 6v/10, 02 =
v/90 =310y 03 = 0. Los autoespacios de A’ A son

Sy =gen[122]"  S;,=gen[-2-12]" Sj,=gen[2 -21]°

Luego B = {vy, vy, u3} = {% [122]¢, % [-2 -1 Z]I,% 2 -2 l]t} es la base ortonormal buscada. Dado que Avs = 0 una base de
Nul A es {v3}. Una base ortonormal para Col A = R? es

{ﬂ @}—{L[gl]t L[l _315}
o o | V1o "V10
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6.3 De acuerdo con las observaciones hechas en los ejemplos 6.1 y 6.2, los vectores definidos en (6.4) constituyen una base
ortonormal de R? formada por autovectores de A’ A, mientras que una base ortonormal de Col A es la que ya se describi6 en
la ecuacion (6.5). En coordenadas [y; y2] " con respecto a esta base, los transformados de la circunferencia unitaria verifican
la ecuacién pedida.

3 -3
-3
deduce que los vectores de R? con norma uno se transformaran en vectores del subespacio generado por A[-1 1]. Més atin,

6.4 A'A= con los autoespacios Sg = gen{[—1 1]’} y Sp = gen{[1 1]’}. Razonando como en el ejemplo 6.2, se

describiran un segmento de longitud 2v/6.

6.5 Pueden adaptarse los argumentos del ejemplo 6.3 para concluir que en el primer caso es una matriz de rango 3y T
transforma a la esfera unitaria en un elipsoide, mientras que en el segundo caso es una matriz de rango 2y T transforma a la
esfera unitaria en una regién plana de borde eliptico.

6.6
3 L 1 2 2
R OV R
vio V10 2 -2 1

6.7 Labase ortonormal de [R?

{i B 1), ——1 —3]’}
V10 V10

es también una base de Col A. Es inmediato que Pcoj4(V) = v.

Usando la base ortonormal de R3 {% 122y, % [-2 -1 2]¢, % [2 —2 1]'} se obtienen las bases

-2 -1 2]f} y {%[2 -2 1]f}

1 1
=122y,
3 3

de Fil Ay Nul A respectivamente. Pgjj 4(w) = % [-11 4%

6.8
3 1
o la o [\/11—0\/31—06\/10 o1 1 2 2
8 7 -2 5 s 0 3V10 3| -2 -1 2
6.9

-1/180 13/180
1/45 2/45
1/18 -1/18

=
I

6.10 Elsistema es compatible determinadoy x" = ATh = [% % 0] " es la tinica solucién.

Soluciones del Capitulo 7

7.1 ¢:(0,+00) = R, Pp(1) = o (1 - 3 17)

7.2

= y(1)=3t>+CtconCeR
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= NulL=gen{t}.
73 y()=—§ (1+2r+26%)+ 2e* + L%
7.4 y(t):%e‘4t+%e3t
7.5 y(t) =2te ?' +e7?!

7.6 El primer problema admite como solucién cualquier funcién de la forma y = C,sen(4¢), mientras que el segundo no
tiene solucion.

7.7 y(1t) =e' (2cos(2t) - %sin(Zt))
7.8 y() =& 41+ 37 y() =53+ B - Zel - el - ife!

7.9 x1(8) = —50e*" +100e!, x2 () = 50e*" + 200¢!

1 0 1 Cre'+Cs3
710 X(=Ce' | 2 [+C| 1 [+C3] 0 | = 2Cie"+C, | donde Cy,Cy, C3 € R (destacamos que el autoespacio aso-
1 1 0 Cie' +Cy

ciado al cero es de dimension dos, por lo que existen muchas alternativas para escribir la solucién general).

—sent
ost

cost

Dy (1) = et
y ®2(0) sent

7.11 Una base posible es {®;,D,}, donde ®; (£) = e [

_ t
—C1€4t+ Cre 2t_¢e

7.12 X(1) = 3 conCy,C eR
() C164t+C2€_2t ] R
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