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1. ALGUNOS COMENTARIOS SOBRE BASES ORTONORMALES
Sea (V, (-,-)) un espacio euclideo de dimensiéon n y sea U = {u; : j € I} una
base ortonormal de V.

. . n n
Es conveniente observar que si x =37, ziu; e y = i, yju;, entonces

n n n n n
(z,y) = <Z Iiui,zyjuj> = ij Z?j@uuﬁ = Z%E
=1 j=1 =1 j=1 =1

Formalizamos la observacion en la forma del siguiente Lema

Lema 1.1. Sea (V, (-, -)) un espacio euclideo de dimensionn y sea U = {u; : j € I, }
una base ortonormal de V. Para cada x,y € V vale que

(,) = (o] ]y = (") 121,

donde (-, -)gn es el producto interno candnico de K".

Nota Bene. El lema anterior nos permite observar que cuando U = {uq,...,u,}
y B ={v1,...,v,} son dos bases ortonormales de V, la matriz de cambio de coor-
denadas de la base B en la base U, M%, satisface que

(M)~ = (Mg)*.
Esto es asi porque
Uns g 7 U UNF U L osii=j,
((MB) M'B)z‘j = ([Ui] ) [v;]™ = (vj,vi) = { 0 sii#j.

2. ALGORITMO DE GRAM-SCHMIDT

Teorema 2.1 (Ortogonalizacién de Gram-Schmidt). Sea (V, {-,-)) un espacio euclideo
de dimension n y sea B = {v; : j € L,} una base de V. Entonces, el conjunto
§={w,;:jel,} definido por

w1 = V1
Wo — v <’U23w1>
2 = 02— 1
[Jwn |2
(vs, w) (vs, wa)
w3 = v3 — wao
[[wa ]2 [[wa 2
-1
o X <’Unawi>
Wy = Up — Z 7211)1'7
= will

es una base ortogonal de V. Ademds, la base U = {u; : j € I,} definida por
1
Uj = —— Wy,
S (17 e

es una base ortonormal de V.
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F1GURA 1. Primeros pasos del algoritmo de Gram-Schmidt: wy :=

vy, W .
V1Y Wy = V2 — Peenfu,}(v2) = va — W'wl. En naranja, los
vectores ortonormales u; y us que resultan del algoritmo aplicado
a vy va.

W; =\ :FSS-\C%)

L)

F1GURA 2. Paso j del algoritmo de Gram-Schmidt: primero se
proyecta el vector v; sobre el subespacio S;_; = gen{w1,...,w;_1}
y luego se le suprime dicha componente w; := v; — Ps,_, (v;) =

j—1 <Uj7wi> 4 __ Wy
vy =y w;. En naranja, el vector u; = —2.
j i=1 T2 Wi 18, 77 Ty



Demostracion. Por construccién, tenemos que
U1 = wq

y para cada j € {2,...,n}

j—1

2 g

Esto significa que cada v; es una combinacién de los elementos de G, motivo por el
cual el conjunto G genera V y como su cardinal es la dim(V), tenemos que G es una
base de V. De aqui se concluye que U también es una base de V. No hay problema
con los denominadores |Jw;| porque los vectores wq,ws,...,w, son linealmente
independientes, y en consecuencia ninguno puede ser el 0.

Para demostrar que G es un sistema ortogonal utilizaremos el principio de induc-
cién aplicado a los conjuntos {wj,j € I,,}. Para m = 1 no hay nada que demostrar.
Supongamos ahora que el conjunto {w;,j € L,—1}, con m > 1, es ortogonal y
comprobemos que el conjunto {w;,j € L,,,} también es ortogonal.

Para k <m
m—1
(U, w;)
<’LUm,U)k> = <Umvwk> - ||wH2 <wi7wk>
=1 ¢
<Um7wk>
= <'Umawk> - || k||2 <wk,wk> = (vmwk) - <vm,wk> =0

Esto demuestra que {w; : j € I,,,} es un conjunto ortogonal. Por lo tanto, § es una
base ortogonal. Inmediatamente se deduce que U es una base ortonormal. (I

Ejemplo 2.2. En el espacio euclideo C([—1,1],R) con el producto interno (-, -)
definido por

(f.q) = / Falgla)da.

consideramos v; = 1,vy = x,v3 = 22, que constituyen un conjunto linealmente in-
dependiente, y le aplicamos el algoritmo de Gram-Schmidt para obtener un sistema
ortonormal.

j=1
2 ! 2 1
wy =v1 =1, |Jw] :/ 19dz =2, w1 =—
1 V2
j =2
(v2,w1) (z, 1) S - ld
Wy =9 ———wW =L — ——1l=0r—"—"——1=2x
[Jwr 12 1|2 2
! 3
ngHQ = / 22de =2, up=/=-x
. 2



j =3
(v3, w1) (v3, w2) s (2% 1) (22)
W3 = V3 — w1 — Wy =2 — — T
[|w:] (w22 |12 ||
) flxzdx filxgdx o, 1
=z° — 5 — 3 x=1a°—=
3
8

3
1 2
1 45 1
st = [ (#2-3) ar= g w= 2 (2 -3).
-1
Por lo tanto,
_ 1 _\/§ _ B (2L
ul—\/i, U = 23’5, us = ) xr 3

es el sistema ortonormal requerido. ([l

Nota Bene 1. Obsérvese que la matriz de cambio de coordenadas de la base B
respecto de la base G obtenida mediante el algoritmo de Gram-Schmidt aplicado a
la base B

1 2wy (wswy o (onwi)

llw ]2 llw:]]? llw1]1?

0 (vs,wa) . (Vn,w2)

llw2]? <|\w2H2>

M=10 0 e i
0 0 0 e 1

Esta estructura triangular superior (con unos en la diagonal) de la matriz de cambio
de coordenadas de la base B en la base G significa que para cada m € I, vale que

gen{v; : j € I, } = gen{w; : j € I, }.
Esto es asi, porque la matriz inversa tiene la misma estructura.

Nota Bene 2. El resultado anterior también muestra que si A € R™*™ es una
matriz de rango n, existen una matriz @ € R™*" y una matriz R € R™*" tales que

1. Las columnas de @ son una base ortonormal de col(A)

2. La matriz R es triangular superior y los elementos de su diagonal son posi-
tivos.

3. A=QR

Las columnas de A, {A.1,..., A} son una base del espacio col(A). Aplicando

el algoritmo de Gram-Schmidt, respecto del producto interno canénico, se obtiene

primero una base ortogonal de col(4), § = {wi,wa,...,w,}, v luego una base

ortonormal de col(A), U = {uy, ua,...,u,}, tales que para todo j € I, vale que
j—1

A*'v 7

2 il

7j—1
=3 (Aujyui) ui + [Jwj ;.
=1
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Esto significa que

||w1|| <A*2,U1> <A*3,U1> <A*n7u1>

0 Jwall  (Aussuz) -+ (Aun,u2)

A= [ul Uy - un] 0 0 ||w3|| <A*n,U3>
0 0 0 o Jwal

Ejemplo 2.3. En R*, con el producto interno canénico, consideramos el siguiente
conjunto de tres vectores linealmente independientes

o O =
O o =
— = W

U1 = y U3 =

-1 -1 -1

7 =1:
1 1
0 1 0
wr=vi= o [[w:]* =2, Ul—ﬁ 0
-1 -1
] =2
(v, w1)
Wy = V2 H 1H2 1 Vg — W1
1 1 0 0
2 0 2 112
“lo| o] = |o] M=t =51
-1 -1 0 0
j =3
<’U3a w1> <’U3, w2>
_ —owy — =
BT P g2 27 T T
3 1 0 1 1
! o| 1]2] o - 1 |o
1 -1 0 1 1
Por lo tanto,
1 0 1
1 |o 12 1 o
Ui \/§ 0 ) U = 2 0 ) us = \/g 1
—1 0 1

es el sistema ortonormal requerido.



Ademés tenemos que

1 1 3 1/v2 0 1/V3
0o 2 1| | o 1 0 ‘? §22f
0o 0 1| 0 0 1/V3 0 0 V3
-1 -1 -1 -1/v2 0 1/V3

3. TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ

Teorema 3.1 (Teorema de representaciéon de Riesz). Sea (V,(-,-)) un espacio
euclideo de dimension n y sea ¢ € L(V,K). Entonces existe un inico vector v € V
tal que ¢(x) = (x,v) para todo x € V.

Demostracion. El caso ¢ = 0 es inmediato: v = 0.

Cuando ¢ # 0, el teorema de la dimensién nos informa que dim(Nu(¢)) +
dim(Im(¢)) = n y como dim(Im(¢)) = 1, tenemos que dim(Nu(¢)) =n — 1.

Por otra parte, como V es de dimensién finita vale que

V = Nu(¢) @ Nu(¢)*.

Ahora, como dim(Nu(¢)+) = 1, podemos fijar un vector cualquiera w € Nu(¢)+\
{0} y descomponer cada vector € V de manera dnica en la forma

® = o ()

donde {&%w € Nu(¢)* vy o — % w € Nu(g).

flwl llwl

Aplicando ¢ en ambos lados de la descomposicién (1) y utilizando que ¢ es una
transformacién lineal tenemos que

o) =0 (00) 4o (- Ethy) = et o) = (. 8wjw)

[[w][? lwl2 ™) [lw]? [[w][?
= <x, ¢(u)u> ,
donde u = m es un vector unitario perteneciente al complemento ortogonal del

ntcleo de ¢. Poniendo v = ¢(u)u se obtiene que
o(z) = (z,v)
para todo x € V.

La unicidad de v se deduce de la siguiente manera. Si ¥ es un vector de V tal
que ¢(x) = (x,0) para todo = € V, tenemos que

0= (zx,v—170), paratodo z€V

En particular, poniendo * = v — ¥ tenemos 0 = (v — 0,v — ) y esta igualdad
equivale a esta otra: v — v = 0. En consecuencia, v = v. (]
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Nota Bene. Si U = {u; : j € I,,} es una base ortonormal de V, cada vector z € V
se descompone de manera tnica en la forma

n

(2) v=7 (r,u5)u;.

Jj=1

Aplicando ¢ en ambos lados de la descomposicién (2) y utilizando que ¢ es una
transformacién lineal tenemos que

P(z) = ¢ Zn: (wug)uy | =" (@ uy) é(wy) = <93,¢(Uj)uj>

i=1 j=1 j=1

<

De acuerdo con el resultado del Teorema 3.1 esto significa que si U = {u; : j € I, }
es una base ortonormal de V y ¢ € L(V,K), entonces el inico vector v € V tal que
() = (z,v) para todo x €V es

(3) v = ZW%

Ejemplo 3.2. En (Rg[z], (-,-)) con el producto interno definido por
1
(.0 = [ plalala)da,
-1
consideramos la funcional lineal § : Ro[z] — R definida por
d(p) = p(0).
Por el Ejemplo 2.2 sabemos que el conjunto {p1,ps2,ps} definido por

1 \/§ [45 ( , 1
= — p— 71’ - f— — x [
b1 \/i’ b2 5% Y251 3 3

es una base ortonormal de Ry[z].

Como

5(p1) = %

tenemos que

L opy o LB, L B e 1Y 915,
Q—ﬁpl D2 3 8]93—2 3 373 3

es el Unico polinomio en Ro[z] tal que



Ejemplo 3.3. Hallar g € Ro[x] tal que

1 1
/ p(x) cos(mx) dx :/ p(x)q(z)dx
—1 —1
para todo p € Ry[z].
Observamos que la funcién ¢ : Ro[z] — R definida por
1
o(p) :/ p(x) cos(mz) dz
—1

es una funcional lineal en Rq[z] y utilizamos la misma técnica del ejemplo anterior
para encontrar que

q = ¢(p1)p1 + ¢(p2)p2 + &(p3)ps,

1 \/§ [45 ( , 1
= — = - = —_— xr — — .
p1 V2’ p2 o p3 3 3

Utilizando una tabla de integrales obtenemos que
45 5 1

=——(2*—2).
¢ 272 3

Nota Bene. Obsérvese que el resultado obtenido en el ejemplo anterior significa
que si consideramos el espacio euclideo (C([—1,1],R), (-, -)) con el producto interno
(+,+) definido por

donde

O

1
= d
()= [ fagla)da,
tenemos que

45 1
PRz[w] (COS(TF,I)) = _ﬁ <1’2 — 3) .
(Il

Comentario metodolégico. En los tltimos dos ejemplos aprovechamos que ya
tenfamos a disposicién una base ortonormal U = {u; : j € I,} del espacio euclideo
V y calculamos el vector representante de la funcional lineal utilizando la férmula
(3) para obtener que el dnico vector v € V tal que ¢ = (-, v) es v = Z?:l o(uj)u;.

Si solo se dispone de una base cualquiera B = {v; : j € I,} el célculo del vector
representante de ¢ se puede realizar de la siguiente manera: como ¢(z) = (z,v)
para todo x € V, podemos escribir v = Z?:l a;jv; y resolver el siguiente sistema de
ecuaciones lineales no homogéneo

¢(vl) = <’Uz',’l)> = Z@(v’iavj> ) V] S Hna
j=1
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cuya representacién matricial tiene la forma

(vi,v1) (vi,v2) - (vi,vn) | [@1 é(v1)

(va,v1)  (v2,v2) -+ (vg,vn)| |QT o(v2)
(4) : : : T

<'Un, U1> <U7L7 UQ> tee <Un7 Un> ﬁ ¢(Un)

Ejemplo 3.4. En (Rg[z], (-,-)) con el producto interno definido por

1
)= | ploa(o) o
0
consideramos la funcional lineal ¢ : Ry[z] — R definida por

d(p) = 1'(0).

Queremos hallar ¢ € Ry[z] tal que ¢(p) = (p, ¢) para todo p € Ry[z]|. Consideramos
la base canénica {1, x, 2%}, escribimos ¢ = ag + a1z + azx? y planteamos el sistema
de ecuaciones:

p(z') = (z',q) = ao (2", 1) + ;y <:ci,x> + as <xi,x2> , 1€{1,2,3}.

Como ¢(1) =0, ¢(z) =1, ¢p(z?) =0y fol ok dr = k%rl para todo k£ € N tenemos
que el sistema anterior puede escribirse de la siguiente manera:

1 1/2 1/3] |ao 0
1/2 1/3 1/4| |a1| = |1
1/3 1/4 1/5| |aq9 0
Usando una calculadora de matrices se puede ver que

-1

1 1/2 1/3 9  —36 30
1/2 1/3 1/4| =|-36 192 —180],
1/3 1/4 1/5 30 —180 180

y en consecuencia ag = —36,a; = 192 y as = —180. Por lo tanto, ¢ = —36 + 192z —
180x2. O

4. PRODUCTO VECTORIAL

En todo lo que sigue (V,(-,-)) serd R-espacio euclideo de dimensién n > 3 y
&€ ={e; : j € I,} serd una base ortonormal fija.

4.1. Determinantes.

Definiciéon 4.1. Sean vq,vs,...,v, € V. El determinante de vi,va,...,0, con
respecto a la base € se define por

(5) det(vi,v2,...,v,) i=det [[11]® [02]® ... [v,]¢].
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4.2. Orientacién de una base ortonormal con respecto a otra.

Sea U = {u; : j € I} es una base ortonormal de V. En lo que sigue veremos

cuanto vale el determinante de uq, us, ..., u, con respecto a la base €. Por definicién
tenemos que
det(ui,ua, ..., up) =det [[1]® [ua]® ... [u,]®] = det(M),

donde M& es la matriz de cambio de coordenadas de la base U en la base &.
Como las dos bases son ortonormales y V es un R-espacio vectorial, sabemos que

(Mﬁ)_1 = (Mﬁ:)T y de aqui se puede inferir que

1= det ((nf)" M) = det ()" ) det (M) = (det (M1))”
Tenemos asi que
(6) det(uy,ug, ... ,u,) € {—1,1}.

Cuando det(u1,us,...,u,) = 1 se dice que la base U es orientada positivamente
con respecto a €. En el otro caso, se dice que la base U es orientada negativamente
con respecto a &

€4 Us,

Uq

Uz

Ficura 3. Las dos orientaciones con respecto a una base ortonor-
mal € = {ejy,eq,e3} en un R-espacio euclideo de dimensién 3. En
naranja una base ortonormal orientada positivamente; en rojo una
base ortonormal orientada negativamente.
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4.3. El producto vectorial.

Fijados n — 1 vectores v1,va,...,v,—1 € V, se puede ver, més o menos inmedia-
tamente, que la funcién ¢ : V — K definida por

o(x) = det(vy, ..., 051, 2)

es una funcional lineal de V. De acuerdo con el Teorema de Riesz, existe un tinico
vector v € V tal que ¢(x) = (x,v) para todo x € V. Este vector se denomina el
producto vectorial de vi,vs,...,V,_1 y se lo designa mediante v1 Avg A--- Avp_1.

4.4. Algunas propiedades del producto vectorial.

1. El producto vectorial v; Ava A--- Av,_1 de los vectores vy, ve,...,v,_1 esta
caracterizado por ser el tinico vector de V tal que

det(v1,v2,...,Vn—1,2) = (,v1 Ava A+~ Av,_1), paratodo z € V.

2. Al examinar la demostracién del Teorema de Riesz, que garantiza la exis-
tencia y unicidad de vy Awvg A -+ - Avy,_1, se puede advertir que

V1 AU A= ANvy,_1 € Nu((b)l.

Recordando las propiedades del determinante se puede ver que para todo
je{L,2,...,n—1} vale que

¢(vj) = det ([[vr]® [v2]® ... [va—1]® [05]%]) = 0.
Esto es asi porque las columnas j y n de la matriz
[[]® [v2]® oo [oa—a]® [05)7]

son iguales. Esto significa que el conjunto {vy,vs,...,v,_1} estd contenido
en el nicleo de ¢ y como vy Avg A--- Av,_1 € Nu(¢)t, se puede concluir
que

vi Ava A--- Avp_1 L, paratodoje {1,2,...,n—1}.

3. Cuando los vectores vy, va, - - - ,v,_1 son linealmente dependientes la funcio-
nal lineal

o(x) = det(vy,va, ..., V51, T)

& & &

es nula porque la matriz [[v1]®  [va] [Un-1]® [2]%] tiene columnas
linealmente dependientes. Como consecuencia de la unicidad de la represen-
tacién se obtiene que v1 Avg A--- Awv,_1 = 0.

Reciprocamente, si el producto vectorial v1 AvgA- - -Av,,_1 = 0, la funcional
lineal ¢ es nula.

Si elegimos un vector cualquiera z¢ ¢ gen{vy,vs,...,v,_1}, €l resultado
@(xg) = 0, significa que los vectores vy, va,...,v,—1 son linealmente depen-
dientes porque en caso contrario la matriz [[v1]¢  [vo]® [Un-1]®  [z0]®]

tendria todas las columnas linealmente independientes y su determinante
seria no nulo.

Se concluye asi que vy, va, . .., v,—1 son linealmente dependientes si, y sélo
si, vy Ava A+ Av,_1 = 0.
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4. Utilizando el desarrollo del vector v1 A wg A --- A v, _1 respecto de la base
ortonormal &:

n
VI ANV N NVUp_1 = Z(/)(ei)ei,
=1

y observando que
(,25(61) = det ([[Ul]g [Ug]g e [Un_l]g [61]8]) = (71)"+ZAZ

donde A; es el determinante de la matriz que se obtiene de eliminar la i-esima
fila de la matriz A € R"*"~1 definida por

A=[lw]® [ ... [va-]®],

se puede concluir que
n
V1INV AN NVUp_1 = Z(—l)n—HAiei.
i=1

5. Como para cada x € V vale que

det(vy,va, ..., 0p_1,2) = (T, v1 Avg A+ Avp_1)
=|lv1 Avg A Avp_1|| (z, u)

VIAV2 A AVUp—1

donde u = TorAvs A Ao 1T

se puede ver que
det(v1,va, ..., Up—1,u) = |Jo1 Ava A= Avp_q]|

De aqui se puede deducir que si {vy,vs,...,v,_1} €s un sistema ortonormal,
entonces ||v; Avg A+ Av,_1]] = 1y, en consecuencia, también se puede
deducir que la base ortonormal {vy,ve,...,Up_1,v1 AV2 A -+ Avp_1} es
orientada positivamente con respecto a €&.

4.5. El producto vectorial y los hiperplanos.

Sea {v1, va,...,v,_1} un conjunto linealmente independiente y sea S el subespa-
cio generado por {vy,v2,...,v,_1}. Como v1 Ava A+ Av,_1 € ST\ {0} tenemos
que para cada v € V

(v, Ava A=+ ANUp—1)

Pos (V) = ormus A Ao 1A v A A ),
-

y en consecuencia,

V, 01 AU A AUp_1)]
HUl/\’Ug/\"'/\’Un_lH '

d(v,S) = ||Ps. (v)] =

De la relacién S+ = gen{v; Avg A-+- Avp_1} se deduce inmediatamente que

S = {’Ul N V2 /\"'/\’Un_l}l.
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%l; ‘6‘»‘%“ ANzA--AVn-4 §

]\// q JOg)- 1|
A

|| e

\ ‘I
e Rl
‘I

" \‘ . %=5wz\h,\lz,...,\1,.‘§

- }v.nw---/\vn.4gl-

FicuraA 4. Distancia de un punto a un hiperplano.

4.6. Foérmula de Lagrange y area del paralelogramo.

En lo que sigue la dimensién del R-espacio euclideo (V, (-, -)) serd n = 3. Escri-
biendo v; = Z?Zl Ti€; y Uy = Z?:I y;€;, desarrollando cuadrados y reagrupando
términos, se puede ver que

3 2 3
(v1,v2)* = <szy1> = Zﬁyf +2 Z TiYiT;Yj,
i=1 i=1

1<i<j<3
V1 AN V2||” = (X2Y3 — T3Y2 T3Y1 — T1Y3 T1Y2 — T2Y3
[or A wa]|? = ( )? + ( )2+ ( )?
= Z wy; —2 Z TiYi®5Yj,
(i,5) €Nz xT3: 1<i<j<3
i#£j

y en consecuencia

3 3
(v, 02)* + s Avel® = Y w?y?=<zx?> Yo u7 | = ol
j=1

(4,§) €ls x5 i=1

Hemos demostrado el siguiente Teorema.

Teorema 4.2 (Férmula de Lagrange). Sea (V,(-,-)) un R-espacio euclideo de di-
mension 3, para todo vi,ve € V vale que

(7) (v1,02)" + [lor A val|? = [lor | [loz .
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Nota Bene. Geométricamente, la formula de Lagrange significa que cuando vy, vg
son linealmente independientes, la norma del producto vectorial vy A vy es el drea
del paralelogramo generado por vy, v2. Esto es asi porque

o1 Ava]|? = Jlur]2[|va||? = (v1,v2)
= [[or|*[[v2]|* = [[o1[|*[|vz][* cos® 6
= [[v1]?[|v2|* sen® 6,

donde 6 € (0,7) es el dngulo formado por los vectores v1 y va, y por lo tanto,

o1 Awall = [loa[[[[vz]| sen 6.

Ficura 5. El area del paralelogramo generado por v; y vo es la
norma del producto vectorial de dichos vectores.



