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1. INTRODUCCION

1.1. Semejanza.

Definicion 1.1. Decimos que dos matrices A y B € K™*™ son semejantes si existe
una matriz inversible P € K™ tal que P~YAP = B. El producto P~1AP se
denomina transformacién de semejanza de A.

Problema. Dada una matriz cuadrada A, reducirla a la forma maés sencilla posible
mediante una transformacién de semejanza.

1.2. Matrices diagonales.

Definicién 1.2. Decimos que una matriz A € K™*" es diagonal si A;; = 0 para
todo i # j. Si A € K"*" es diagonal escribimos

A =diag(A1, ..., ),
para indicar que Ay; = \; para todo i € {1,...n}. En este caso también escribimos
A1
A=
An

1.3. Matrices diagonalizables.

Definicién 1.3. Decimos que una matriz A € K"*™ es diagonalizable si A es
semejante a una matriz diagonal A = diag(A1, ..., Ay).

Nota Bene. Nétese que por definicion A € K"*™ es diagonalizable si y sola-
mente si existe una matriz inversible P € K"*" tal que P~'AP = A, con A =
diag(A1, ..., An)-

Veamos las cosas mas de cerca. Decir que P es inversible significa que las colum-
nas de P constituyen una base de K”. Decir que P"'AP = A es lo mismo que decir
que

(1) AP = PA.
SiP= [vl e vn], la identidad (1) se puede escribir de la siguiente manera
A1
Aoy o o] =[]
An
Equivalentemente,
(2) [Avl Avn] = [)\11)1 )\nvn} .
Esto significa que A es diagonalizable si, y solo si, existe una base B = {v1,...,v,}
de K™ y n escalares, no necesariamente distintos, A1,..., A, € K tales que
(3) Av; = \ju; paratodo j=1,...,n.

Las igualdades (3) caracterizan univocamente a la matriz A porque la accién de A
sobre los vectores de K™, x — Ax, es una transformacion lineal y toda transforma-
cién estd univocamente determinada por sus valores en una base.



Utilizando que cada vector x € K™ se descompone de manera tnica como una
combinacién lineal de los vectores de la base B y escribiendo
T =Cv1+ -+ CpUn,
con cq,...,c, € K, tenemos

(4) Az = ci\vg + -+ cp A Un.
2. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

Definicién 2.1. Sea A € K"*™. Diremos que A € K es un autovalor de A, si existe
un vector no nulo x € K" tal que Ax = Ax. En tal caso, el vector x se llama un
autovector de A correspondiente al autovalor A. El conjunto de todos los autovalores
de A se llama el espectro de A, y lo designaremos mediante o(A).

Nota Bene. Notese que

» A€o(A) <= A— Al essingular <= det(A — \I) =0.
= nul(A — AI) \ {0} es el conjunto de todos los autovectores de A correspon-
dientes al autovalor A.

Definicién 2.2. Sea A € K™*" y sea A € o(A). El subespacio nul(A — XI) se
denomina el autoespacio de A correspondiente al autovalor A; su dimension se
denomina la multiplicidad geométrica de A y la designaremos mediante pu(X):

w(A) = dim (nul(A — AI)).

Definicién 2.3. Sea A € K"*™. El polinomio xa(x) = det(A — zI) se llama el
polinomio caracteristico de A.

Nota Bene. Nétese que o(A) = {X € K: xa(A\) =0} y como x4 € K, [z], tenemos
que |o(A)| < n.

2.1. Independencia lineal.

Lema 2.4 (Independencia lineal). Sea A € K"*". Si 0(4) = {A1,..., A} ¥
{v1,...,vm} es un conjunto de autovectores de A tal que Av; = \;jv; para cada
J € L, entonces {vj : j € L,,} es linealmente independiente. En otras palabras,
todo comjunto formado por autovectores de A correspondientes a autovalores de
distintos dos a dos, es un conjunto linealmente independiente.

Demostracion. Por el absurdo. Suponemos que {vy,...,v,,} es linealmente depen-
diente. Entonces, existe k € I,, minimal tal que vy, € gen{vy, ..., v;_1}. Por unlado,
la minimalidad de k garantiza que {v1,...,vx_1} es linealmente independiente. Por
otro lado, existen ay,...,ar_1 no todos nulos tales que vy = ajv1 +---+ar_1Vk_1.
Como vy, es un autovector que corresponde al autovalor A;, podemos escribir

(5) A(arvr + -+ ap—1vp—1) = A (@01 + -+ + Ap—1Vk—1) -

Como para j € I;_1, v; es un autovector correspondiente a A; el lado izquierdo de
la igualdad (5) es igual a a3 Ajv1 + - - - + ag—1A\xk—1vk, mientras que su lado derecho
es igual a a3 A\yv1 + - - - + ap—1 A\kvg—1. En consecuencia,

a1(M — Ag)vr + -+ ap—1(Ag—1 — Ag)vk—1 = 0.



Lo que contradice la independencia lineal del conjunto {vy,...,v5—1}. Esto es asf
porque existe un j € I_; tal que a; # 0 y por hipdtesis A; # Ag. O

Nota Bene. Nétese que decir que A € K"*™ es diagonalizable es 1o mismo que

decir que existe una base de K" compuesta por autovectores de A.

Corolario 2.5. Sea A € K"*™. Si |0(A)| = n, entonces A es diagonalizable.

Demostracion. Para cada A € o(A), elegimos vy un autovector correspondiente
a A. De acuerdo con el Lema 2.4, el conjunto {vy : A € o(A)} es linealmente
independiente y como contiene n elementos es una base de K. O

Corolario 2.6. Sea A € K"*™ y sea 0(A) = {A1,..., A\m}. Son equivalentes

1. A es diagonalizable.
2. K" = @)~ nul(A - \1).
3. n= E;n:1 1(A)-

Demostracion. Ejercicio. O

2.2. Polinomios y matrices.

Sea A € K" ™. Si p € K,,,[2], entonces p(z) = > -, biz* se puede evaluar en A

de la siguiente manera
m

p(A) = b A",

k=0
donde, por definicién, A° = I.

Nota Bene. Nétese que si p € K,,,[z] se factoriza en la forma p = p;ps, entonces
p(A) = p1(A)p2(A). Esto es asi porque las potencias de A conmutan entre si.

Lema 2.7. Sea A € C"*™. Sip € C,,,[z], entonces
o(p(A)) = {p(N) : A € o(A)}

Demostracion. Primero vamos a demostrar que {p(A) : A € c(4)} C o(p(4)). Si
A € o(A), existe v # 0 tal que Av = \v. De aqui se deduce que A*v = \¥v para
todo k € Ny. Si p(z) = Y-, bxx”, escribiendo

p(A) = (Z bkA’f> v=> beAfv =Y v = <Z bk)\’“> v =pA\,
k=0 k=0 k=0 k=0

se concluye que p(\) es un autovalor de p(A) y que v es un autovector de p(A)
correspondiente al autovalor p(\).

Ahora vamos a demostrar que o(p(4)) C {p(A\) : A € 6(A4)}. Para eso vamos a
demostrar que demostrar que si £ es un autovalor de p(A), entonces existe A de A
tal que p(\) = & Si p(z) = Y-, bra®, con by, # 0, el Teorema fundamental del
Algebra garantiza la existencia de m nimeros complejos Ay, ..., A\, tales que

pla) = & =bp [[(x = N)).
j=1



Evaluando en A tenemos que

m

p(A) = &1 = by [J(A = N).

j=1

Utilizando las propiedades del determinante tenemos

det (p(A) — 1) = by T | det(A — \;1).
j=1
Como b, # 0. La anulacién del determinante del lado izquierdo de la igualdad es
equivalente a la anulaciéon de alguno de los determinantes que se multiplican del
lado derecho de la misma. Esto significa que alguno de los A; es autovalor de A, y
como )\, es raiz del polinomio p(z) — &, se concluye que & = p(};). O

Nota Bene. Nétese que si A € 0(A) y p € K,,,[z], entonces
nul(A — AI) Cnul (p(A) — p(M)I).

Nota Bene. Nétese que A € K®*™ es inversible, si y solo si, 0 ¢ o(A). De aqui se
puede deducir que si A es inversible, entonces

c(A) ={\"T: X ea(A)}.

2.3. Sobre el polinomio caracteristico.

Lema 2.8. Fl polinomio caracteristico es invariante por transformaciones de seme-
janza. En otras palabras, si A y B € K"*™ son semejantes, entonces sus polinomios
caracteristicos son idénticos.

Demostracion. Como Ay B € K™"*™ son semejantes, existe una matriz inversible
P € K"™" tal que P~1AP = B. Escribiendo P~} (A—2I)P = P"'AP—xI = B—zl
y utilizando que det (P~!) det(P) = 1, obtenemos
x5(z) = det(B — zI) = det (P' (A — zI)P) = det(P~")xa(z) det(P) = ya(z).
O

Corolario 2.9. Sea A € K"*" y sea 0(A) = {A1,...,A\m}. Si A es diagonalizable,
entonces

(6) xale) = (1) T = 20,

Demostracion. Paracadai = 1,...,m consideramos una base B; = {vi;1,...,v; u(x,)}
del autoespacio de A correspondiente al autovalor A;. Como A es diagonalizable,
B = |J;~, B; es una base de K" compuesta por autovectores de K". Si para cada

i=1,...,m, definimos la matriz X; € K"*#() mediante
Xi= [%‘,1 ’Uz‘,u(,\,-)] )
y consideramos la matriz P = [Xl e Xm], tenemos que
Atdu(a)
PT'AP = 7

Amyu(x)
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donde I,,(»,) es la matriz identidad de K#*)xr(h),

Utilizando el Lema 2.8 tenemos

XA(QS) = Hdet (AlIH(/\z) — ‘TIH(M)) — H()\z _ :E)H(/\i) det (IM(M))
i=1 i=1
m m
= H(_l)#o\i)(l‘ — )\i),u(Ai) = (—1)” H(x — /\i)l‘(Ai).
=1 i=1

O

Corolario 2.10. Sea A € K"*" y sea 0(A) = {\1,...,Am}. Si A es diagonalizable,
entonces

m m

det(A) = JTA g tr(4) = > u(i)xi.

i=1 i=1

Demostracion. Ejercicio. O

3. TEOREMA ESPECTRAL PARA MATRICES DIAGONALIZABLES

Teorema 3.1. Una matriz A € K" con espectro o(A) = {1, A2,..., Ak} es
diagonalizable si y sdlo si existen matrices {G1, Ga,...,Gy} tales que

(7) A=XMNG1+ X G+ + NGy,
donde las G; tienen las siguientes propiedades
a) G; es la proyeccion sobre nul(A — \;I) en la direccion de col(A — \I).
b) G;G; =0 para i # j.
¢) Gi1+Go+ -+ G =1.
El desarrollo (7) se denomina la descomposicién espectral de A, y las G; se llaman

los proyectores espectrales asociados.

Demostracion. Si A es diagonalizable,
k
K" = @nul(A —NI).
i=1

Es decir, si X; € K**#X) 4 € I, es una matriz cuyas columnas son una base de
nul(A — A\;I), entonces P = [Xl Xy - ~X;€] es una matriz inversible. Si P~! se



particiona en bloques Y; de tamanos p(\;) X n, tenemos

Al]ﬂ(Al) Y1

Aodix Y

A:[Xl X2 . Xk] /"( 2) N :

r Ml ] Yk

——

A p-1
Yi
Y,

=[MX1 Xy o Xy S| = M XG0 XoYo 4+ A Xi Y5
) G1 G G

Yi

Por lo tanto,
A= MG+ XGo+ -+ Gy,
donde G; = X,Y;.

Para probar c) escribimos
k k
I=PP'=> X;Y;=> G
i=1 i=1

Para probar b) observamos que
I parai=j,

-1 o : o
P P_I<:>EXJ—{O para, i %
Esto implica que

G:G; = X;V;X;Y; =0 para ¢ # j.

Para probar a) observamos que la relacién P~'P = I también implica que
G? = X,Y; X,;Y; = X;Y; = G, para todo i.
Esto significa que G; es la proyeccién sobre col(G;) en la direccién de nul(G;).
Para probar que col(G;) = nul(A — \;T), escribimos
col(G;) = col(X;Y;) C col(X;) = col(X;Y; X;) = col(G; X;) C col(G;).
Por lo tanto,

col(G;) = col(X;) = nul(A — \;I).

Para probar que nul(G;) = col(A — \;I), usamos c) para escribir

k k k
A=NI=) NG =X > Gi=> (A= )G =Y (h—\)G;.
j=1 j=1 j=1 ij
Multiplicando por G; ambos lados de la igualdad y utilizando b) tenemos
Gi(A—NI) =0,

de donde resulta que col(A — A1) C nul(G;). Como nul(4A — A\ 1) = col(G;), el

teorema de la dimensién implica

dim (col(A — N\;I)) = n — dim (nul(A — A1) = n — dim (col(G;)) = dim (nul(G,)) ,
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y por lo tanto, col(4 — \;) = nul(G;).
Reciprocamente, si existen matrices G1,Ga,...,G} tales que A = Zle NG

que satisfacen las propiedades a), b) y ¢), entonces A es diagonalizable.

Por a) G; es la proyeccién sobre nul(A — \;I) en la direccién de col(4A — A\ 1).
Esto implica que

dim col(G;) = dimnul(A — A1) = p(N;).
Por b) G;G; = 0 para ¢ # j. Esto implica que

col(G;) N ZCOI(Gj) = {0},
J#i
y en consecuencia

k k
col (Z Gi> = @ col(Gy).

Por ¢) Zle G, = I. Por la férmula para la dimensiones de una suma directa y el
resultado anterior tenemos

E E E
n = dim (@ col(Gi)> = dim (col(Gy)) = Y u(Xi).
i=1 i=1 i=1
Por el Corolario 2.6 esto implica que A es diagonalizable. O

Continuard.



