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1. MOMENTOS ESTATICOS Yo
1.1 Definiciones y

Son momentos de primerorden, | ___Zf( ____ )
(& . . .
4 pues las distancias estdn
elevadas a la primera potencia. 0 -
7

e

1.2 Baricentro 0Lz

Si concentraramos toda la masa (seccion) de un cuerpo en un punto, de modo que el momento estdtico
de este punto sea igual que el momento estdtico de toda la seccion con respecto a los mismos ejes,
cuales serian las coordenadas de este punto ?

[y-daA
Sx:yG°AZJY'dA yG:fT
Sy=xG-A=jx-dA xG:M
[dA



) 64.04 | 64.05| 84.05 Estaticay Resistencia de Materiales DE INGENIERIA
GEOMETRIA DE MASAS Tedrica Ing. Alfredo Corral Universidad de Buenos Aires

CLASE 6 Departamento de Estabilidad ? FACULTAD

1. MOMENTOS ESTATICOS

1.2 Baricentro. Cuanto vale el momento estatico
con respecto a ejes baricéntricos ?
XG
Sx¢=|We—y)-dA= y,-A—|y-dA=0
Sx Sx
60 é
3(®) 0 x

El momento estdtico de una superficie con respecto a un eje baricentrico es nulo.

1.3 Baricentro de dareas compuestas. , . . ,
Asi como la seccion de dareas compuestas

es la suma de las secciones de las areas de

) ‘\' . ’ . .
- figuras geométricas simples, los momentos
J I ’ .o 4 ’
estaticos del drea compuesta podran
(L S ( : calcularse como la suma de los momentos
estdticos de las figuras geométricas que
[T el

componen la figura con respecto al mismo
eje.
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1.3 Baricentro de areas compuestas.

y y
y ) )
.v
— R Gl X & '
G
e I ] X x
n
A=2Ai s,
' 6=y
S :z A,
X - yl l Sx
n Ye =
Sy=ZxL-AL-
1
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1.3 Baricentro de areas compuestas - Ejemplo

n
y‘I: Xg A:ZAL A:A1+A2
X1 1

—> <

v \.77 A? v x Sy xl Al + x2 AZ
0 G— a4~
0 ) X, J Y, X A A1 + Az
) L Sy Y141+ y2- Ay

El baricentro G se aloja en la linea G1-G2 que une los baricentros de cada rectangulo
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1.3 Baricentro de areas compuestas — Determinacion grafica como un sistema de fuerzas paralelas,
aplicando el poligono funicular.

Es de utilidad cuando queremos obtener una

/ ubicacidén cualitativa del baricentro en una
figura compleja.
x// g plej
\ 4
Baricentro de un
V " . Il?
agujero”:
\ 4 Lo representamos como
.\G 1 un peso “negativo”
Y
A, G,
0 \’ T
Y4, _1
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1.3 Baricentro de areas compuestas — Un ejemplo "mas practico”

Placal y A, A=A,+A4A,+ A,
6 X - plg
2 G,
r; = 4 Sy=Y1 A1 tY2 Ay + Y343
W I8 x 71-/ En este caso y, es igual a cero, ya que el
Y baricentro del perfil doble T coincide con
el origen de coordenadas.
B Xc =0 Simetria de la seccion
/r Perfil “Doble T” ye = ﬁ 1Ay —y3 - As
¢~ 4 Ay + A, + As
C 10 x 30
L

<« Perfil “U”
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1.3 Baricentro de areas compuestas

Perfiles usados para columnas

1 1L 1L O

angulo simple  Angulo doble  Te Columna W Tubo o tubalar  Tubular
fal (b} (x) |.|j| (e} circular cuadrado
o _ -
Tubular Secodn en caja Secckdn n caja Seccidn en caja Secckin en caja
rectangular cOn cuRtro Angulos ] (k) m
i(h) fi}
| | ] o

Seccidn en caja W con Seccidn Seccidn W con Seccion Seccion
cubreplacas armada armada canales armada armada
(m) (n) (o} (el (q) (r) ()
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2. MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN
2.1 Definiciones
Momento de inercia

]x=fy2-dA
]y=fx2~dA

2 Son momentos de segundo
) orden, pues las distancias estdn
elevadas al cuadrado.

Momento de inercia “polar”

]pZJrPZ'dA p* =x*+y?

X

\

El momento de inercia polar con
respecto a un punto O, origen de
coordenadas es igual a la suma de

.
Jp = (x> +y?%) -dA = sz -dA + Jyz +dA = J, + ], los momentos de inercia de los dos

Momento de inercia “centrifugo”

]xy=Jx-y-dA

ejes x e y ortogonales que concurren
aO.
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2. MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN
2.2 Teorema de Steiner

1x=f<y+d1>2-dA

Iy = ysz+2d1fydA+d12jdA

\ J
T L Y )\ Y J

]xG Momento d% - A

estdtico
baricéntrico.
S=0

]x:]xG-l_A°dl2

El momento de inercia con respecto a un eje paralelo a un eje baricentrico puede calcularse como el
momento de inercia baricéntrico mds el producto del drea de la seccion por el cuadrado de la distancia

que separa a a ambos ejes.
— 2
]y - ]yG + A ’ dZ

]xy=]xGyG+A'd1'd2
d*=di+d; > J,=],c+A-d?
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2.3 Momento de inercia de un rectangulo

y El elemento diferencial de superficie en este caso:
it dA = b -dy
n2 [ |
: y h/2 b - y3 % b h3
G X ]x:J y*-b-dy =—3 |_E: 12
h/2 —h/2 2
B B b/2 h - x3 |g h- b3
M ]=J x? -h-dx = p =
b2 b2 y b2 3 -3 12

Observar que la dimension que va elevada al cubo es la que es cortada por el eje en el cual estamos
calculando el momento de inercia. Para Jx es h, para Jy serd b.

Calculamos ahora J,, de dos formas: aplicando la definicion y por el Teorema de Steiner.
h b - 3 n b- h3
y
]B=Jy2-b-dy= |
0

3 =
Y por Steiner:

0 3
b h3 N> b-h3
Jo=J,+A-d?= +bh-h-[=] =

®))

@)
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Calculo de momentos de inercia aplicando Steiner como suma de secciones rectangulares

y ) Y n
i G . )= ) ).
| o :
h G % h, h G_—_\ h, h GH X h, n
il | oo | |l
Mgy ==Rigy| =Y
[+— b — s —| l*— b—= 1
D 4 En este caso podemos calcularlo como el momento de inercia del
rectangulo “exterior” menos el del rectangulo “interior.”
1 = f bh3  byh3
re _— i
x 12 x 12
h G B h,
3 3
T e bh® by
J, oA ST 12 12
s —]
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Calculo de momentos de inercia aplicando Steiner como suma de secciones rectangulares

y Geometria de los rectangulos 1y 3
T" 1 xG1 ancho = b altura = >
| - b Ty
rl _ 2
~ xG1 12
h 1216 xXbasx h, Por Steiner N
X — Yy
5 P h+h12A_b'< 2 >+ h+h1\*  (h—h
| l ; x ~ JxG1 4 1 12 4 2
y ﬂi‘ 3= _J xG3 Geometria del rectangulo 2
IF ) —e ancho = b — b, altura = h,
r2 _ yr2 _(b_b1)‘h13
xG2 — Jx - 12

Je = + ]2+ ]

)
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2.4 Radio de giro
La siguiente formula lo define:

ix= ]Zx—> ]x:lJZCA iy= ]Zyﬁ ]y:llz’A

b-h3

El radio de giro de una seccion con respecto a un eje, puede interpretarse como una distancia tal, que si
concentrdramos toda la seccion en ese punto, el momento de inercia de este punto de “masa A”, seria

equivalente al de la seccion con respecto al mismo eje.

=i A
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2.5 Momento de inercia polar de un circulo.

]pG=jp2-dA, dA =2m-p-dp y

r
]szjZH-p3-dp, r=D/2
0
D/2
_ 2mp*

Jve 4 32 2
0

w-D* mw-r

Si ahora queremos calcular el momento de inercia polar con
respecto a un punto B en el perimetro del circulo, podemos

aplicar Steiner.

n-r4+ . 3-m-1rt
Ter?er2=——M
2 2

Si quisiéramos calcular Jxg y Jyg, por razones de simetria en este caso, sabemos que Jxg=Jyg.
Ademds sabemos que Jpg= Jxg+Jyg (ver diap. 10)

1"4

4

Jpg =Jps +A-T% =

Jec =Jye = po/2 = —
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2.6 Rotacion de ejes. y
Datos: 1

]x=jy2-dA ]y=Jx2-dA ]xy=fx-y-dA

Que buscamos ? y}g}
Jx1 = fUw ]y ] Jy1 = 90wl ) Jxayr = h(U oSy ] xy)

Formulas de transformacion de coordenadas

X, =x-cosf +y-senb
y1 =Yy-cosf —x-senf
]x1=fy12-dA=f(y-cost9—x-sen9)2~dA

xl=c0526-fy2-dA+sen29-Jxz-dA —2-cost9-sen9-fxy-dA

Jx1 =J,c0s? 60 + ], -sen” 6 — 2], - cosB - sen
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y
2.6 Rotacion de ejes.

Yi
Je1 =7, cos?0+], -sen*8 — 2], -cosO-send (1)

Introducimos las siguientes identidades trigonométricas:
2 - 2 1
cos“ 6 = E(l + cos26), sen-0 = 5 (1 — cos20)

2senf cosf = sen 20
Si las reemplazamos en (1) obtenemos:

Jxt]y Jx—1J
Jx1 = xz X4 xz y-cosZB—]xy-senZB

Del mismo modo para J,,,,:

Jiy1 _ fxl Yy, - dA = j(xcos@ + ysen®) - (ycosO — xsenf) - dA

Jay1i _ U —1J,) - senBcos + ], - (cos* 6 — sen” 6)
Usando las mismas identidades trigonométricas.

Jx—]
Jxiy1 = % sen26 + J, - cos 26
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2.6 Rotacion de ejes.
Y1

]y1=Jx12-dA=j(x-cost9+y-sen9)2-dA
]yl=cosze-fxz-dA+sen29-fy2-dA+2-cost9-sent9-fxy~dA

Jy1 = Jxsen® 6 + ], cos®> O + 2], - senf - cos O

Nuevamente usando las mismas identidades trigonométricas.

]x+]y ]x_]y
Jy1 = ) -cos260 +],, - sen 20
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y
2.6 Rotacion de ejes.
R Vi
esumen

_]x +]y +]x _]y

Jx1 = > 5 - €020 — ], - sen 20
J.t], Je—J

Jy1 = xz =~ — xz y~c0529+]xy-sen20

Jx1y1 =]x;]y- sen20 + J,, - cos20

Sisumamos J,; +J,;

xt x
Jx1 +]y1 =] 2]}'_|_] ij

Jx1 +]y1 =/, +]y =]p

]x+]y_]x_]y
2 2

INVARIANTE: La suma de los momentos de inercia con
respecto a un par de Ejes permanece constante segun se
giran los ejes respecto al origen.

Esta suma es el momento polar de inercia del drea con
respecto al origen.

€05 260 — ], - sen26 +

+cos260 +],,-sen 260
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Momento de inercia centrifugo respecto de dos ejes no
ortogonales.

d]xy:x'y'dA ]xZJyZ'dA
]xy=jx-y-dA ]y=jx2-dA
X
DEFINICION DE EJES CONJUGADOS DE INERCIA: ERES;ZN
Dos ejes son conjugados de inercia cuando el momento de 3o

inercia centrifugo del drea con respecto a ellos es igual a
cero.
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2.7 Ejes Principales de Inercia.

Cual es el valor de 0 que hace Jx, maximo ?

_]x +]y +]x _]y

J1 = 2 2 +€0s 260 — ], - sen26
a]x]_

=0
a0

J,—Jy)-sen26 +2],,-cos26 =0

Si dividimos por cos 26

J,—Jy) - tan20 +2],, =0

0,
]x_]y 92=91+900

2]
x - =/
4 dos valores de 0 satisfacen esta ecuacion —

tan 20p = —
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2.7 Ejes Principales de Inercia.

Cuales el valor de 6 que hace Jx,,, cero?

Jx1y1 =]x;]y- sen20 + J,, - cos 20

]x;]y-senze +Jxy - €c0s20 =0

Si dividimos por cos 26

]x _]y
2

-tan260 +J,, =0

Z.Ixy 01
dos valores de 0 satisfacen esta ecuacion —

=1, 6, =0, +90°

tan ZBP = —
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2.7 Ejes Principales de Inercia.
Resumen de lo actuado:

Cual es el valor de 0 que hace Jx, maximo ?
2y

]x - ]y
Cuales el valor de 6 que hace Jx,,, cero?

2]y
]x_]y

tan 20p =

tan 20p = —

CONCLUSION:

Dado que la ecuacion que nos muestra los valores de 6 que hacen Jx, Jy mdximos y minimos, es

la misma que hace que Jxy sea cero, concluimos que LOS EJES PRINCIPALES DE INERCIA SON A SU
VEZ CONJUGADOS DE INERCIA.

0,
6, =6, + 90°

dos valores de 0 satisfacen esta ecuacion -
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2.8 Valor de los Momentos Principales de Inercia.

Los valores que nos dan J, y J, son:
2
tan26, = — Jxy
]x - ]y
Que también puede expresarse como:
tan26, = — Jxy
]x — ]z
2
B Jxy _  cateto opuesto _ )
tan20,=——5 = el )
J.—J, catetoadyacente
2

La hipotenusa del triangulo para un angulo de 20, sera:

]x_]y _]xy
>R sen20p— R

Cuando evaluamos R, siempre tomamos la raiz cuadrada positiva.

COS 29p =
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2.8 Valor de los Momentos Principales de Inercia.

. (]x;]y)zﬂxyz

~]y
2R ' sen26, = —p Jo—Jy

2

Reemplazamos estos valores de cos y sen, en la ecuacion para Jx, que obtuvimos en la diapositiva 20

]x1—]x;]y ]ley-cosze—]xy-senze

_]x+]y ]x_]y.]x_]y ]xyz Es RZ
J1i= 2 + > R + o \QQ}/

2 2 ]x_]x)z_*_] 2
] _ ]x+]y+(]x_]y) n xy =]x+]y+ 2 Xy
1 2 4R R 2 —r
_]x+] ]x+] ]x_] 2
Ja _Ty-l_R_ 2 >+ ( 2 y) +]x3’2
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2.8 Valor de los Momentos Principales de Inercia.

| =1x;ly \ (]x—zly)z ]2

Si tenemos en cuenta el invariante (ver diap.20):

Jx +]y =1+ =]p

Podemos obtener la formula que relaciona J, con los
valores conocidos de J,, J, y J, .

Jo=Jxtly—Ji=Jxt ]y—<ﬂ“+\/(]";¥

2

J2
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2.9 Resumen de formulas.
ROTACION DE EJES

]x +]y+]x_]y

Jx1 = > > +€0S20 — ], - sen26
_]x+]y ]x_]y

Jy1 = > 2 cos 20 + Jxy - sen 260

Jxiyt =]"%]y- sen20 + J,, - cos 20

Jx1 +]y1 =J +]y :]p

y

EJES PRINCIPALES DE INERCIA

zlxy 91
I.—J, |6,=6,+90°

IR [

ooty ()

tan20,, = —

(\S







