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Sistemas de fuerzas generalizadas

Objetivos
Los objetivos del presente documento son:

¢ Que el estudiante identifique los conceptos de fuerza y momento, su representacion y su
aplicacién en las estructuras

e Que conozca los cuatro principios de la estatica y el teorema de Varignon

e Que sea capaz de realizar operaciones de reduccién, descomposicion y traslacion de
fuerzas y momentos en el plano y en el espacio

Fuerzas

Los cuerpos se encuentran sometidos a acciones exteriores y de masa. Estas acciones se
modelan mediante el concepto de fuerza.

Fuerza es toda accién capaz de modificar el estado de reposo o MRU de un cuerpo.

Una fuerza concentrada representa el efecto de una carga que se supone que esta actuando en
un punto sobre el cuerpo. Se puede representar una carga por medio de una fuerza concentrada
cuando el area sobre la cual la carga es aplicada es muy pequefia en comparacion con el tamafio
total del cuerpo. Se representa mediante un vector.

Unidades de fuerzas

Se utilizara el Newton como unidad de fuerza. F = [N].
Los valores usuales de fuerza hacen conveniente la expresion de fuerzas en términos de [kN].

Sin embargo, aunque no sea del todo correcto, en la vida profesional es usual confundir las
unidades de fuerza gravitatoria (peso) con las unidades de masa, ya que la carga gravitatoria es la
mas frecuente. Por esta raz6n muchas veces se expresan cargas en términos de kg o toneladas, o
empujes en términos de kg/cm?2.2

Siendo que el valor de la aceleracion de la gravedad en unidades del Sl es: g = 9,81 sﬂz para una
masa de 1 kg, la fuerza sera:

m
P=m-g=1kg-9,81s—2 (Eq 1)

En términos practicos se asumira la siguiente equivalencia:
1kg=10N (Eq 2)

Vectores fuerza

Un vector es una cantidad que tiene magnitud, direccién y sentido. En estatica las cantidades
vectoriales que se van a manejar con frecuencia son posicion, fuerza y momento.

Analiticamente el vector fuerza se expresa con una letra mayuscula con una flecha encima.
Gréficamente se representa mediante una flecha con un origen, llamado punto de aplicacion, su
longitud indica la magnitud, su direccion queda definida por su recta de accién y su sentido con la
cabeza de la flecha.

Versores y cosenos directores

En términos vectoriales, una fuerza esta caracterizada por su modulo y su versor de modulo
unitario, segun:

F=|Fl-5=|F|-(vov,v,) = (E.E,F) (Eq 3)
Siendo:

F El vector fuerza

2 En realidad, se trata de kgf, kilogramos fuerza.
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|F| El médulo o magnitud

v El versor que da la direccion y sentido a la fuerza
(v _— ) Las componentes del versor en un sistema cartesiano (x,y,z), también llamadas cosenos
x Yy vz directores®.

En notacidn vectorial cartesiana:

F=F i+F -J+F-k (Eq 4)

Clases de vectores:

¢ Fijo o aplicado: actda en un punto fijo del espacio

e Deslizante o axil: puede aplicarse en cualquier punto a lo largo de su recta de accion

e Libre: puede actuar en cualquier lugar del espacio; solamente es necesario que conserve
su magnitud y direccion.

Dos vectores pueden ser:

e lguales: igual intensidad, igual direccién, igual sentido

e Opuestos: la misma recta de accion, igual intensidad y sentido contrario
e Coplanares: actian en el mismo plano

e Colineales: la misma recta de accion

Sistemas de fuerzas

Sobre un cuerpo rigido pueden actuar simultaneamente més de una fuerza. Al conjunto de fuerzas
se le llama sistema de fuerzas.

Los sistemas de fuerzas pueden ser:

e Planos: cuando todas las rectas de accion se encuentran contenidas en un mismo plano
e Espaciales: con direcciones cualesquiera

En relacion a su recta de accién, los sistemas de fuerzas pueden ser:

e Concurrentes: Si las rectas de accién se encuentran (concurren) en un punto
e No concurrentes: Si las rectas de accion no concurren a un punto.

Un caso especial de sistemas de fuerzas concurrentes es el de los sistemas paralelos, donde las
rectas de accion tienen la misma direccion. Su punto de concurrencia es el punto impropio de la
direccidon comun.

Principios de la estatica

La estatica se encuentra basada en cuatro principios: principio del paralelogramo, del equilibrio,
de la transmisibilidad y el principio de accion y reaccion.

1° Principio: del paralelogramo

Enunciado: “El efecto de dos fuerzas F1y F», aplicadas a un mismo punto de un cuerpo rigido es
el mismo que el de una Unica fuerza llamada Resultante, aplicada en el mismo punto y cuya
intensidad y direccién quedan definidas por la diagonal del paralelogramo que tiene por lados los
vectores representativos de las fuerzas componentes.”

3 Ver cosenos directores en Anexos
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Figura 1.  Principio del paralelogramo

Vectorialmente:

P—

Triangulo de fuerzas

Cuando las fuerzas son concurrentes no hace falta graficar el paralelogramo completo, y es
suficiente con componer el triangulo, uniendo el fin del vector de la fuerza F; con el origen del vector
de la fuerza F». La resultante R quedara definida por la union del origen de la fuerza F1 y el fin de la
fuerza F»:

Fi1

Figura 2. Triangulo de fuerzas

Poligono de fuerzas

Para sistemas de méas de dos fuerzas se puede obtener la resultante mediante la aplicacion
sucesiva del principio del paralelogramo. El resultado grafico ser& un poligono donde la resultante se
obtiene de unir el origen de la primera fuerza con el fin de la tltima.

F\

Fs

F2

Fi

Figura 3. Poligono de fuerzas

Analiticamente para n cantidad de fuerzas:

R= > FE (Eq 6)

-

Il
=]

Que, componente a componente, da lugar a 3 ecuaciones en el espacio y 2 en el plano

n n n
(Ry Ry, R,) = (Z F,, Fny,z Fnz> (Eq7)

=0 i=0 i=0
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Corolarios

e Laresultante de fuerzas colineales es la suma algebraica de los vectores representativos
de las componentes.

e Composicion de fuerzas: Se pueden componer n fuerzas concurrentes en el plano o en
el espacio, dando como resultado una Unica fuerza resultante.

e Descomposicion en el plano: Se puede descomponer una fuerza en 2 direcciones
cualesquiera coplanares. La fuerza a descomponer y las direcciones deben estar en el
mismo plano.

e Descomposicién en el espacio: Una fuerza se puede descomponer en 3 direcciones
concurrentes en el espacio.

2° Principio de la Estatica — Equilibrio (1ra ley de Newton)

Enunciado: “Para que dos fuerzas se equilibren es necesario que sean opuestas”

Un sistema de fuerzas concurrentes se encuentra en equilibrio si la resultante del mismo es el
vector nulo.

=

EQUILIBRIO: R=0

Al sistema de fuerzas en equilibrio se le llama sistema nulo. Las fuerzas opuestas forman sistemas
nulos.

Figura 4. Fuerzas opuestas
F+F=R=0
F=-F,

Dado un sistema de fuerzas de resultante R, se le llama equilibrante E a la fuerza opuesta a la
resultante.

Corolarios
e Para que la resultante sea nula es condicién necesaria y suficiente que sean nulas sus
componentes.
R,=0
=0 Ry =0 (Eq 8)
R,=0

e Para que la resultante sea nula es condicidn necesaria y suficiente que el poligono de
fuerzas sea cerrado.
e Dos fuerzas se equilibran cuando son iguales y contrarias.
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—

SiR+E =0, entonces R = —F (Eq9)

3° Principio y teorema de transmisibilidad

Enunciado: “El efecto de un sistema de fuerzas dado sobre un cuerpo no se modifica si a dicho
sistema se le agrega o quita un sistema de fuerzas nulo”

En base a este principio puede demostrarse el Teorema de transmisibilidad de una fuerza que
enuncia que:

“El efecto de una fuerza sobre un cuerpo rigido es independiente de cual sea el punto de aplicacion
de la fuerza sobre dicho cuerpo, sobre la misma recta de accion.”

A esto se lo llama efecto estatico global (EEG). El EEG de dos fuerzas iguales y de sentido
opuesto actuando sobre un cuerpo es nulo: equilibrio global.

Es condicioén que los cuerpos sean indeformables (hipétesis de rigidez).

Corolarios

e Las fuerzas que actian sobre cuerpos rigidos son vectores axiles o deslizantes.

e Puede obtenerse la resultante de fuerzas coplanares no paralelas, aplicando el principio
del paralelogramo sobre el punto de interseccién de la linea de accion de las fuerzas
intervinientes.

4° Principio de accién v reaccién

Enunciado: “Toda accién implica la existencia de una reaccion, de igual intensidad y sentido
contrario.”

Si un cuerpo “A” ejerce una fuerza sobre un cuerpo “B”, entonces el cuerpo “B” ejerce sobre el
cuerpo “A” otra fuerza de igual intensidad, igual recta de accion y sentido opuesto a la ejercida por
HA”.

En el estudio de estructuras, a uno de los cuerpos, supongamos “B”, le llamaremos vinculo, y a la

accion que desarrollard el vinculo la denominaremos reaccién de vinculo. Estos conceptos se
estudiaran con detalle en esta materia mas adelante.
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Momentos

El momento de una fuerza respecto a un punto o eje proporciona una medida de la tendencia de
la fuerza a ocasionar que un cuerpo gire entorno del punto o eje.

Momento respecto de un eje (representacidon escalar)

Fuerza perpendicular al eje
Dada una fuerza F que actla perpendicularmente a un eje e, a una distancia d del mismo.

Figura5. Momento de una fuerza F respecto de un eje e

La fuerza F genera una tendencia a girar en torno del eje e que es proporcional a la distancia d, o
brazo de momento. La magnitud del momento o torque de la fuerza F en torno del eje e es el producto
escalar entre F y d.

Esto es:
ME=d-F (Eq 10)

Se debe establecer una convencion para definir cual sera un giro negativo y uno positivo. En
Estabilidad | utilizaremos la terna derecha, o regla del tirabuzon, que establece que un giro positivo
es antihorario.

Figura 6. Regla de la mano derecha: El pulgar sefala la direccién del momento y los otros
4 dedos se mueven de acuerdo con la fuerza.

El momento se puede representar mediante un vector cuya recta de accién es el eje e,
perpendicular al plano que queda definido por la fuerza y el brazo, cuya magnitud es el producto
escalar entre la fuerza y el brazo y cuyo sentido es el definido por la regla de la mano derecha.

Se ilustra con flecha de doble cabeza para distinguirlo de los vectores fuerza®*.

Fuerza en cualquier direccion respecto del eje
En el caso general en que una fuerza tiene una direccién cualquiera respecto del eje, siempre es
posible descomponer a la fuerza en una componente perpendicular al eje y otra componente paralela.

La componente perpendicular al eje se comportara de la manera descripta anteriormente,
mientras que la componente paralela al eje no sera capaz de generar momentos respecto del gje.

4 Esta notacion solo es valida cuando se ha establecido claramente la terna convenida.
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Se deduce entonces que para el que valor del momento sea cero existen tres posibilidades:

¢ Que laintensidad de la fuerza valga cero

¢ Que la distancia de la fuerza al eje sea nula, es decir, que la recta de accion de la fuerza

pase por el eje
e Que lafuerza sea paralela al eje

Momento respecto de un punto (representacion vectorial)

Se define mediante la siguiente ecuacion®;

MS=dx F (Eq11)
Donde:
N
M—d El momento de la fuerza F' en torno al punto O. Es perpendicular al plano formado por los
> - -
F vectoresd y F
- El vector posicion tiene origen en el punto O hasta un punto cualquiera de la recta de accién de
d la fuerza.
>
F El vector fuerza

Desarrollando el producto vectorial con terna derecha, en notacion cartesiana queda:

P
d, dy =(d,"F,—d, F) i+ (d,"F,—dy-FE) -+ (dy"F,—d, F,)k (Eq 12)
F, F
La componente My del vector momento es el momento de la fuerza respecto del eje X,

R IRSTE

analogamente para los ejes y y z.5:

(Eq 13)

En el Anexo un detalle del calculo vectorial y escalar de momentos de fuerzas espaciales respecto

de un punto.
En el caso espacial, para el que valor del momento sea cero es necesario que:

Que la intensidad de la fuerza valga cero
Que la distancia de la fuerza al centro de momentos sea nula. Es decir, que la recta de

accion de la fuerza pasa por el punto

Unidades de momento
Las unidades de momento que utilizaremos en Estabilidad son: M = d - F = [N] - [m]

Teorema de Varignon (o principio de momentos)
Enunciado: “El momento de una fuerza respecto de un punto es igual a la suma de los momentos
de las componentes de la fuerza respecto al punto.”
Es facilmente demostrable por la propiedad distributiva del producto vectorial. A saber:

5 Si se definiera la distancia d como desde la fuerza hasta el centro de momentos la definiciéon de

momento seria con el producto vectorial al revés: M2 = Fxd
6 En la practica calcularemos los momentos componente por componente, que corresponde a la
formulacién escalar (respecto de un eje). La formulacién vectorial la reservaremos para la

programacion de problemas. Ver detalle en Anexo.

10
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F1 Fs
F2 d
A M1
be
(0]
Mgr Mes Mes

Figura 7. Teorema de Varignon

Dado un sistema de fuerzas Fi, F»,..., Fn concurrentes en el punto A, de resultante R, se puede
decir que el sistema de fuerzas son las componentes de la resultante. El momento de R respecto al
punto O, separado una distancia d del punto de aplicacion A, es un vector libre que responde a la

expresion:
MZ=dx R (Eq 14)
Reemplazando R en funcion del sistema de fuerzas que lo compone:
n
MI=dx Y F, (Eq 15)
i=0
Distribuyendo el producto vectorial:
n n
fon’=c7xfl)+c7xfz)+-~-+c7xfn=ZM—g (Eq 16)
i=0 i=0
Con lo cual queda demostrado el teorema:
n
Mg =) M? (Eq 17)
i=0

Par de fuerzas o cupla:
colineales, de igual intensidad y sentido contrario. Su efecto es producir una rotacién pura en una

Un par de fuerzas o cupla es un sistema de fuerzas constituido por dos fuerzas paralelas, no

direccion especifica.
Yo..d
-F
M

Figura8. Cupla, definidaporM =d-F
Los pares de fuerzas quedan definidos por el momento del par, que es perpendicular al plano

gue contiene a las dos rectas de accién del par.
El momento de un par de fuerzas respecto de un punto cualquiera es constante e igual al momento

del par.
11
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Figura 9. Momento de una cupla

Analiticamente:
MFOZdl'Fl_dz'Fz (qug)
Se sabe que F, = —F, = F y se puede ver que d, = d, + d. Reemplazando:
M@ =(d,+d)-F—dy,-F=d-F (Eq 19)
Independientemente del punto de aplicacién se obtiene el valor del momento de la cupla. Se
puede concluir que el momento de una cupla es un vector libre.
La resultante de un paresnula: F; + F, =0
Los pares de fuerzas pueden pensarse como un caso particular de fuerzas concurrentes, donde
el punto de concurrencia es el punto impropio de la recta de accién comun.
Traslaciéon de fuerzas

Una fuerza que actia sobre un cuerpo rigido tiene definida su recta de accion. Bajo la hipotesis
de rigidez, las fuerzas actlian como vectores axiles, por lo que una modificacién en su punto de
aplicacion no altera su efecto sobre el cuerpo.

Si en cambio se modifica su recta de accion, debido a la traslacién de la fuerza, entonces el efecto
sobre el cuerpo no sera el mismo”’. A saber:

M=dF

] ]

F [ [
Fyy d :
72F e/

Figura 10. Traslacion de una fuerza. Sistemas equivalentes.

Dada una fuerza F aplicada sobre un cuerpo rigido con recta de accion e. Se desea trasladar la
fuerza a la recta e’ paralela a la primera, separadas una distancia d.

Para ello se agrega un sistema nulo formado por dos fuerzas paralelas y colineales de intensidad
igual a F sobre la recta de accién e’, que no modifica el efecto sobre el cuerpo, segun reza el 3er
Principio.

7 Bajo la hipétesis de cuerpo rigido, el efecto de una fuerza no cambia si se modifica su punto de
aplicacion. Si cambia la recta de accion entonces aparece el momento de traslacion.

12
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El par de fuerzas F sobre la recta e y —F sobre la recta e’, forman una cupla de momento M =d F,
cuya resultante es nula. Por lo tanto el primer sistema es equivalente a otro con una fuerza F sobre
la recta e’ mas un momento M =d F.

Invariantes en los sistemas de fuerzas

Invariante vectorial
Si cambia el centro de reduccion, la resultante de reduccion no varia, pero si el par de reduccion.

INVARIANTE VECTORIAL: I, = R = (R,, Ry, Ry) (Eq 20)

Invariante escalar

La proyeccion del momento de reduccion sobre la linea de accién de la resultante de reduccion
es un invariante escalar, no cambia aungue cambie el punto de reduccion.

R —

INVARIANTE ESCALAR: Iy = Mj = (- M (Eq 21)

13
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Conclusiones

Resultante
Todo sistema de fuerzas en el plano o en el espacio se puede reducir a una fuerza y un par.

En el caso general, el sistema de fuerzas y momentos que actla sobre un cuerpo se reducira a
una sola fuerza R y un momento M que no seran perpendiculares entre si. Pero el vector momento
se puede descomponer en una componente perpendicular a la fuerza y otra componente paralela.
La componente perpendicular puede ser eliminada trasladando la fuerza.

Caso particular: Gnica fuerza resultante

Si las fuerzas son concurrentes, puede ser reducido a una sola fuerza resultante.

Si el sistema de fuerzas y momentos que actian sobre un cuerpo rigido se reduce en el punto O

a una fuerza resultante R y a un momento resultante M que resultan perpendiculares entre si, siempre
puede trasladarse la fuerza a otro punto P de manera que el par resultante sea nulo.

Ejemplo de esto son las fuerzas coplanares y los sistemas de fuerzas paralelas.
Equilibrio

Para que un sistema se encuentre en equilibrio la resultante debe ser igual al vector nulo. Eso
implica que todas sus componentes deben ser nulas y su poligono de fuerzas cerrado.

Para cuerpo sometido a un sistema de fuerzas en equilibrio de resultante R, debe existir una
fuerza igual y contraria que llamaremos equilibrante E materializada por los vinculos.

Sistemas de fuerzas equivalentes

Dos sistemas de fuerzas que actlan sobre un mismo cuerpo rigido son equivalentes si pueden
ser reducidos al mismo sistema fuerza-par en un punto dado O.

14
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ANEXOS

Cosenos directores

En la operacidn entre vectores posicion, fuerza y momento, es util la descomposiciéon segin una
terna cartesiana conveniente, de modo de poder realizar operaciones eje por eje.

Para ello debe poder representarse el vector en términos de modulo y versor para conocer cada
una de sus componentes.

Descomposicion de un vector en el plano

Dada una fuerza F, de médulo |ﬁ| y recta de accién pasante por dos puntos conocidos Ay B. La
fuerza F segln la terna coordenada X, y, tiene como componentes Fy y Fy.

Y B
Y o
A Fy A
b p F
<
Vya nA Fx
;(A XB
< a > X

Figura 11. Cosenos directores en el plano
Las componentes pueden expresar en términos de los angulos oy como:
F= (Fx;Fy) = |ﬁ| ‘ (cos(a);cos(ﬁ)) (Eq 22)

Pero si lo que conocemos es la ubicacion de los puntos Ay B segln los ejes x e y:

La distancia entre Ay B sobre el eje x: a=xg— X,
La distancia entre Ay B sobre el eje y: b=yg—ya
Y la distancia absoluta entre Ay B, por Pitagoras: 2[a2 + p2

Podemos calcular los cosenos directores:

a
cos(a) = ——
b (Eq 23)
cos(f) = ——
= arw
Entonces las componentes de la fuerza se pueden expresar:
Fe= P g
b (Eq 24)
E =

Blo—2
=P

15
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Descomposicion de un vector en el espacio

De forma anédloga que en el plano, es posible conocer las componentes de un vector espacial si
se conoce la ubicacion de dos puntos de su recta de acciéon y su médulo.

y
V-
b FAs E ’
| 12
| JF
v «
¢ F /X8 X
’ZB
z < >
a

Figura 12. Cosenos directores en el espacio

Dada una fuerza espacial F, de modulo |13| y recta de accién pasante por dos puntos conocidos
Ay B8, La fuerza F segln la terna coordenada X, y, z tiene como componentes Fy, Fy, F..

F = (F;F,; E,) = |F| - (cos(a); cos(B); cos(y)) (Eq 25)

Pero si lo que conocemos es la ubicacion de los puntos Ay B segln los ejes x e y:

La distancia entre Ay B sobre el eje x: a=Xxg—Xy4
La distancia entre Ay B sobre el eje y: b=yg—y,
La distancia entre Ay B sobre el eje z: C=2g— 24
Aplicando Pitagoras en 3D, la distancia absoluta entre Ay B: Vaz + b2 +c2

Entonces las componentes de la fuerza se pueden expresar:

a

Ee e
S b
F=|F| s (Eq 26)

c
F =|F

Pl e

Un procedimiento anélogo se puede utilizar para calcular las componentes de vectores momento
0 posicion.

8 Por simplicidad, en el esquema de andlisis el punto A es coincidente con el origen de
coordenadas.
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SISTEMAS DE FUERZAS

Momento de una fuerza en el espacio

Dada una fuerza espacial F, contenida en un espacio cartesiano X, y, z, de componentes Fy, Fy,
F., pasante por el punto A, definido por las coordenadas xa, Ya, Za; cuya recta de accién no pasa por
el origen de coordenadas.

Se desea calcular el momento que genera la fuerza F respecto del punto O (origen).

y
Ya |
b
v «
Xa
C 0 X

» Za

z < 4

Figura 13. Momento de una fuerza en el espacio

Producto vectorial

-

Utilizaremos la ecuacién Eq 11, 1—\4_;’ =dx F, para lo cual debemos determinar el vector posicion
dy el vector fuerza F.

El vector posicién d se define como la distancia desde el punto de origen de momentos O a un
punto cualquiera de la recta de accién de la fuerza, por ejemplo el punto A. Se calcula punto final
menos inicial.

d= (A-0)=(ab,c)—(000) = (ab,c)
Y la fuerza:
F= (Fx' Fy'FZ)

Segun la Eq 12, el desarrollo del producto vectorial es:

ik i j ok
de d, d;|=|la b ¢
E. E, F E. F, F
Componente por componente:
My=b-F,—c-E,
M,=c-F—a-F, (Eq 27)
M,=a-E,—b-F,

17
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Componente a componente

Veamos componente a componente. Esto es, los momentos del sistema de fuerzas Fx, Fy, Fz
realizan respecto de cada eje por separado.

Para ello vamos a posicionar el pulgar paralelo al eje de analisis y vamos a identificar hacia qué
lado tiende a girar la fuerza. Si vemos que los dedos se oponen al giro de la fuerza, entonces
debemos girar la mano y orientar el pulgar en el sentido contrario al inicial.

Fx | No es capaz de realizar momentos porque 0
es paralela al eje

Fy | Tiende a girar en torno al eje x con brazo c, —c*F,

En torno del eje x: ) g
negativo segun terna derecha

F, | Tiende a girar con brazo b, giro positivo b-F,
segun terna derecha

Fx | Tiende a girar positivo con brazo c c-F,
En torno del eje y: Fy | No realiza momentos, es paralela al eje 0

F, | Tiende a girar negativo con brazo a —a-FE,

Fx | Tiende a giro negativo, brazo b —b-E,
En torno del eje z: Fy | Tiende a giro positivo, con brazo a a-F,

F. | No realiza momentos, es paralela al eje 0

Tablal. Momentos respecto de un punto componente a componente

El resultado es el mismo que el anterior. Con este método se tiene mayor comprensién del
fendmeno fisico que esta sucediendo.
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