.uUBAfiuha &

FACULTAD DE INGENIERIA Ry R

Departamento de Estabilidad

84.02/64.01 ESTABILIDAD |

CUERPOS RIGIDOS VINCULADOS

Por: Ing. Carolina Pérez Taboada'

Con la colaboracién de Ing. Luis Fernando Parente?
Srta Camila Wang?

1 JTP del Dto. de Estabilidad, Facultad de Ingenieria, UBA
2 JTP del Dto. de Estabilidad, Facultad de Ingenieria, UBA
3 Colaboradora en Dto. de Estabilidad, Facultad de Ingenieria, UBA



84.02/64.01 ESTABILIDAD |

indice de contenidos

FUENEES 08 CONSUIA.....eeiiiiieie ittt et e e e e e s et e e e e e e s s anbaeeeeeaeeeaannneeees 2
(@ ][] 110 1SR 3
T 0111 o oI5 YAV 1 o1 U] - Voo ) o S PSR 3
EqUIlIDrio de Un CUBIPO FIQITO. .....eieiiiiiiie ettt ettt sttt s sb e e sebe e snea e 3
Diagrama de CUBIPO NDIE ........oiiii e e 3
(1011 ol g ToTo [0 IRV 10 [o] U] F- Lo [o 1SR 4
17 To (o1 [ [T o T=T o = To PP 4

RV o0 = od o] o L= PP 4
YT (o RS =) A (=T 0 o PRSPPI 5
ReacCiON de VINCUIO (RV) ...uuiiiiiiie ettt e st e e e e e e s et e e e e e e s st eeeaeeeesennnnrenes 5
ESITUCIUIAS ... 5
(O F=T o T T ST PO PU P PP PPPPTN 5
21T = L PRSP 6
VINCUIACION AE ©SIIUCIUIAS ..eeoivviiee ittt ettt et e et e e es e e e s snba e e e e snbee e e s nntaeeeeanees 6
Cadenas de Chapas Y POITICOS ...eeieiiiiiiiiiiie et e e e ccctre e e e e e e s et e e e e e s e s e e e e e e s e s anbaaeeaeeeesenrnreens 6

RV 1o (o 3T 1 1= T 1 USRS 7
ANALISIS CINEMALICO ......eeeieieiie ettt e e e e ettt e e e e e s st e e eeeaeeesantneeeeeaaeeeaanns 7
Elemento eStrUCIUTAl UNICO ........ciiuviiie ittt et e et e e s et e e s s nbe e e e e ntee e e e aneee 8
Cadenas abiertas €N €l PIaN0..........iic e —————— 9
Cadenas cerradas €N €1 PIAN0 ........eeiiiiiiiii e 14

Y o (oo [o e L= =W [ 4= o SRR 15
AANEXOS . e 17
EQUIlIbrio de Una PartiCUIA..........cooi i r e e e e st e e e e e e e s e nnnneees 17

Fuentes de consulta

El presente apunte se ha confeccionado en base a la bibliografia que se detalla a continuacion.
Para mayor profundidad o detalles, ejercicios resueltos y ejercicios propuestos, favor de recurrir a
las fuentes.

e E.D. Fliess (1970) Estabilidad — 1° curso, Enrique D. Fliess, Buenos Aires, Argentina,
Editorial Kapeluz, pagina 261

e R. C. Hibbeler (2004) Mecénica vectorial para ingenieros - Estatica, México, Pearson
Educacion, pagina 193

e Pico, Peralta, Ciancio, Montanaro (2013) Estatica, Tandil, Buenos Aires, Argentina,
UNICEN




CUERPOS RIGIDOS VINCULADOS

Cuerpos rigidos vinculados

Objetivos
Los objetivos del presente documento son que el estudiante:

e Comprenda el concepto grados de libertad de un cuerpo y su vinculacion, sepa distinguir
el vinculo de la condicién de vinculo y las reacciones de vinculo, tanto en el plano como
en el espacio.

e Sepa realizar un analisis cinematico en cadenas abiertas y cerradas de cuerpos,
estableciendo las condiciones necesarias y suficientes para la isoestaticidad y sepa
identificar las vinculaciones aparentes.

e Pueda plantear el equilibrio de un cuerpo rigido, poner de manifiesto las reacciones en
los vinculos externos e internos y pueda realizar un diagrama de cuerpo libre.

e Logre calcular las reacciones de vinculo interno en cadenas abiertas y cerradas de
cuerpos.

Equilibrio y vinculacion
Equilibrio de un cuerpo rigido*

Se ha definido “cuerpo” como una sucesién de puntos materiales vinculados entre si por fuerzas
cohesivas. Se tiene un cuerpo rigido sometido a la accién de un sistema de fuerzas. Si el cuerpo esta
en reposo se sabe que el sistema de fuerzas se encuentra en equilibrio. Esto es: se cumplen las
ecuaciones de equilibrio.

Equilibrio de un cuerpo en el plano:

i= Yoo QB0

- ZFy=O (Ea 1)
ZMZ=0

Equilibrio de un cuerpo en el espacio:

ZFx=0

F= ) F=0 Y E=0 (Eq2)
Sr-o
ZMx=O

M=) M=0 Y m=0 (Eq3)
ZMZ=O

Diagrama de cuerpo libre

La aplicacion exitosa de las ecuaciones de equilibrio requiere de una especificacién completa de
las fuerzas que actuan sobre el cuerpo. A la representacion del sistema de fuerzas completo actuante
sobre un esquema del cuerpo o particula se le llama diagrama de cuerpo libre (DCL).

T~ N
O O

Figura 1. Diagrama de cuerpo libre (DCL)

4 Ecuaciones de equilibrio de una particula en Anexos
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Sobre este croquis es necesario mostrar todas las fuerzas y los momentos actuantes sobre el
cuerpo, para que puedan ser correctamente considerados en las ecuaciones de equilibrio. Esto
incluye fuerzas activas y fuerzas reactivas.

e Fuerzas activas: tienden a poner en movimiento el cuerpo
e Fuerzas reactivas: tienden a mantener el estado de reposo del cuerpo

Cuerpo rigido vinculado

Siun cuerpo, que esta sometido a la accion de un sistema de fuerzas generalizadas®, se encuentra
en equilibrio, se puede distinguir una parte de las fuerzas como las acciones sobre el cuerpo (fuerzas
activas) y otra parte como la vinculacién del cuerpo a la tierra (fuerzas reactivas), sea directamente
0 mediante otro cuerpo. Se cumple que la resultante de fuerzas activas debe ser opuesta a la
resultante de fuerzas reactivas.

Grados de libertad

Los grados de libertad (GL) de un cuerpo representan las posibilidades de movimiento
independiente. Es decir, el nimero de coordenadas libres que posee.

Las ecuaciones escalares de equilibrio definen el estado de reposo en coordenadas
independientes. Por lo tanto, la cantidad de ecuaciones escalares de equilibrio coincide con los
grados de libertad de un cuerpo. De acuerdo con las ecuaciones de equilibrio detalladas
anteriormente:

Plano Espacio
3GL 6 GL
Tabla 1. Grados de libertad de un cuerpo

Vinculaciones

Para que un cuerpo se mantenga en reposo independientemente de las acciones sobre las que
el mismo actlen, es necesario imponer al menos la misma cantidad de restricciones al movimiento
que grados de libertad posea, cuidando que las restricciones correspondan a movimientos
independientes. A estas restricciones al movimiento en coordenadas independientes se le llaman
condiciones de vinculo (CV).

Si la cantidad de condiciones de vinculo en coordenadas independientes impuestas es mayor o
igual a los grados de libertad, el cuerpo se encontrara en reposo independientemente de las acciones.
Para ello no deben existir diferentes condiciones de vinculo que impongan restricciones sobre el
mismo movimiento.

5 “fuerzas generalizadas” se refiere a fuerzas y momentos. Cuando se dice “fuerzas activas” y
“fuerzas reactivas” también es referido a fuerzas generalizadas.
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Vinculos externos
Se llama vinculo o soporte a toda condicion geométrica que limite la posibilidad de movimiento de
un cuerpo. Si se trata de vinculos externos son dispositivos fijos a tierra.

Existen distintos tipos de vinculos externos seguln las restricciones que son capaces de imponer.
La cantidad de grados de libertad que es capaz de restringir determina la “especie”. A saber:

Desplazamientos posibles

Nombre $

Especie Representacion

De 1ra especie

A

0 0

A

movil

Apoyo simple o x

De 2da especie

VAN

[l

Apoyo fijo o
articulacion

X

Q00

Carrito guiado

X

X@X@i

x| x <|<|c

De 3ra especie SO Empotramiento x
Tabla 2. Vinculos externos en el plano

Reaccién de vinculo (RV)

En los vinculos, cada restriccion en coordenada independiente se puede reemplazar por una
fuerza o momento en esa direccion, llamadas reacciones de vinculo.

Si un vinculo previene la traslacion de un cuerpo en una direccion dada, entonces una fuerza es
desarrollada sobre el cuerpo en esa direccién. Igualmente, si el vinculo impide una rotacion, sobre el
cuerpo se ejerce un momento.

Las reacciones en los vinculos dependen de las acciones a las cuales esté sometido el cuerpo.
Para un estado de cargas determinado (sistema de fuerzas activas), el juego de reacciones de vinculo
(sistema de fuerzas reactivas) sera Unico para vinculacion isoestatica, concepto que se extiende
mas adelante en este documento.

En los diagramas de cuerpo libre no deben representarse los vinculos si se ponen de manifiesto
las fuerzas que representan sus reacciones.

Estructuras

Las estructuras son cuerpos, 0 elementos estructurales, unidos entre si de manera que pueden
soportar las acciones que actldan sobre ellos.

Los elementos estructurales pueden clasificarse segin su geometria en:

e Volumétricos: las tres dimensiones son comparables
e Superficiales: una dimensién es menor que las otras dos
e Lineales: una dimension es preponderante sobre las otras dos, también llamados barras.

En Estabilidad | estudiaremos estructuras formadas por barras. Si bien en la realidad pueden ser
volumétricos o superficiales, la mayor parte de los elementos estructurales son de una configuracion
tal que admiten un plano de simetria y, en su plano, pueden modelarse mediante barras. El alcance
de esta materia se limita a aquellas estructuras cuya geometria permite la modelacién mediante
barras.

Chapas

Elementos estructurales que por su geometria pueden ser modelados en un plano, con vinculacion
y cargas pertenecientes al mismo plano de la estructura.
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Bajo la hipétesis de rigidez de los cuerpos, se asume invariable la distancia entre dos puntos del
mismo cuerpo bajo la accién de una fuerza. Es posible entonces reemplazar el elemento plano chapa
por lineas que unan los puntos singulares, esto es: puntos de vinculaciéon y donde estan aplicadas
las fuerzas, y asi trabajar con estructuras de barras®.

Figura 2.  Sustitucion de chapa por una estructura de barras

Bielas

Elementos de barra de eje recto con los dos extremos articulados. La biela limita el movimiento
en la direccion de su eje.

Figura 3. Biela

Configuran asimismo un elemento de vinculacion externa de primera especie, plano o espacial,
cuando uno de sus extremos esta vinculado a tierra 'y el otro a un cuerpo.

Vinculacién de estructuras

Cadenas de chapas y poérticos’

Las cadenas de chapas son estructuras planas formadas por la vinculacién entre chapas. Como
se mencionara anteriormente, las chapas pueden reemplazarse por barras.

Pérticos planos o espaciales son estructuras formadas por barras de eje recto o curvilineo.

e Alos elementos cuyo eje es horizontal los llamaremos vigas o dinteles.

¢ Alos elementos de eje vertical los llamaremos columnas.

e A los elementos de eje inclinado los llamaremos tensor o puntal, segin se encuentre
sometido a traccibn o compresion respectivamente.

6 Esta sustitucion es admisible para el calculo de las RVE. Para el calculo de las RVI, éste solo se
realizara en estructuras formadas por barras.

7 En Estabilidad | se resolveran Gnicamente estructuras de un solo cuerpo en el espacio, salvo
casos particularmente simples.
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Vinculos internos

A los vinculos entre elementos estructurales, a diferencia de los vinculos a tierra, se les llama
vinculos internos. Existen diferentes tipos de vinculos internos segin el movimiento relativo permitido
entre los elementos implicados. Por lo general permiten solamente un grado de libertad relativo.

Para visualizar mas facilmente el movimiento relativo que permiten, se asume que de las dos
partes involucradas, una se encuentra fija.

Desplazamientos posibles

Representacion Nombre
$ <> O
I—O—ij Articulacion (propia) x x |4

Articulacién propia (en el
; punto de interseccion de x x vV

las bielas)

il

PSS

Bielas paralelas o
articulacion impropia en la

direccion del eje de las \"4 x x

:

bielas
%I—In articsliglc?gnpi?rr]alr?)laisac:en la
N _ﬁ direccion delpejepde las x \\v// x
<> bielas
Tabla 3. Vinculos internos en el plano

Grados de vinculacién de una estructura

Cuando la cantidad de condiciones de vinculo impuestas a la cadena de cuerpos es igual a sus
grados de libertad, y se cumple que la cadena es cineméticamente invariable, la vinculacion se llama
isoestatica. En este caso las ecuaciones de la estatica, Eq. 1 para el planoy Eq.2 y 3 para el espacio,
son suficientes para determinar el conjunto de reacciones de vinculo externo en equilibrio con sistema
de fuerzas activas.

Si la cantidad de condiciones de vinculo es superior a los grados de libertad, la vinculaciéon se
llama hiperestética. A la cantidad de condiciones de vinculo que supere los grados de libertad se le
llama grado de hiperestaticidad. En este caso las ecuaciones de la estatica no alcanzan para resolver
la estructura.

Si en cambio la cantidad de condiciones de vinculo es menor a los grados de libertad, el cuerpo
tendra igual cantidad de posibilidades de movimiento como grados de libertad sin restringir,
tornandose en un mecanismo y la vinculacién se llama hipoestatica.

) o . Hipoestética
Hiperestatica Isoestatica ]
(mecanismo)
GL<CV GL=CV GL>CV
+
Cl
Tabla 4. Grados de vinculacién

Las estructuras que se proyectan para mantenerse en reposo pueden ser o bien isoestéticas o
bien hiperestaticas. Muchas veces se opta por utilizar grados de hiperestaticidad como medida de
seguridad por redundancia, es decir: se utilizan mayor cantidad de vinculos o elementos estructurales

7
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que los estrictamente necesarios, de manera que, si alguno fallase, la estructura no colapsaria. Para
las estructuras hiperestaticas, las ecuaciones de equilibrio no son suficientes para su resolucion, se
dice que son estaticamente indefinidas, aunque cinematicamente estables. Existen, sin embargo,
casos en los que los grados de libertad son menores que las condiciones de vinculo y sin embargo
son cinematicamente inestables. La resolucion de las estructuras hiperestaticas se vera en
Estabilidad Il y IlI.

También podrian darse casos de estructuras hipoestaticas que, para casos particulares de carga,
pueden resolverse, es decir: alcanzan las ecuaciones de la estatica.

En Estabilidad | se estudiaran solamente estructuras isoestéticas o estaticamente definidas. La
resolucién de estas se realiza a través de las ecuaciones escalares del equilibrio.

Analisis cinematico

Para que una estructura sea cinematicamente invariable, es decir que frente a cualquier sistema
de fuerzas que actlie sobre la misma ésta permanecera en reposo, es necesario que la cantidad de
condiciones de vinculo sea por lo menos igual a la cantidad de grados de libertad, como se muestra
en la Tabla 4. Sin embargo, esta condicidn necesaria no es suficiente ya que distintas restricciones
pueden estar impidiendo el mismo grado de libertad. A esta situacion se le denomina vinculacién
aparente.

Se debe verificar que las condiciones de vinculo impuestas, efectivamente logren inmovilizar la
estructura.

Se llama analisis cinematico a la doble verificacion:

e Condicién necesaria, pero no suficiente, GL = CV
e Verificacion de inexistencia de vinculacién aparente.

El analisis cinematico es independiente del estado de cargas que afecte al sistema.

Elemento estructural Unico

En el plano un cuerpo posee 3 grados de libertad. Para fijarlo a tierra es necesario imponer 3
condiciones de vinculo, cuidando que cada una impida un movimiento independiente.

7 /

o
™
—
Tres apoyos méviles cuyas Simplemente apoyada: un Empotrado
normales no se intersecten en el apoyo fijo y un apoyo mévil cuya
mismo punto normal no pasa por el fijo

Figura4.  Vinculacién externa de un cuerpo en el plano

Para determinar cuales son las reacciones en los vinculos es suficiente con plantear las 3
ecuaciones de equilibrio de un cuerpo en el plano (Eq. 3).

Un cuerpo en el espacio posee 6 grados de libertad. Para fijarlo se imponen 6 restricciones
independientes al movimiento.
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Figura5.  Ejemplo de vinculacion externa de un cuerpo en el espacio

Vinculacion aparente
Cuando distintos vinculos externos impiden el mismo movimiento.

En el plano:

Si la normal del apoyo mévil pasa por el
apoyo fijo, el cuerpo puede girar en torno
del apoyo fijo

Si las normales se intersecten en un punto, el
cuerpo puede girar entorno del mismo

Tabla 5. Vinculacion aparente de un cuerpo en el plano

O en el espacio, si encontramos una recta que corte las 6 bielas, existe vinculacion aparente.

4

rry
o

A
L sd

o .
AN

Figura 6. Ejemplo de vinculacién aparente de un cuerpo en el espacio: el cuerpo
puede girar entorno del eje horizontal

Cadenas abiertas en el plano

Cuando un cuerpo esta vinculado a otro, ambos ven restringidas sus posibilidades de movimiento.
Por lo tanto, la cantidad de grados de libertad de un sistema compuesto por dos 0 mas cuerpos, no
es la suma directa de los grados de libertad de cada cuerpo, sino que es necesario restarle la cantidad
de grados de libertad que restringen los vinculos internos. Se explicara lo antedicho mediante el caso
mas béasico de cadena de cuerpos en el plano: el arco de tres articulaciones.
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Arco de 3 articulaciones

Un cuerpo en el plano posee 3 grados de libertad, que son la roto traslacién. Si se fija el cuerpo
mediante un vinculo fijo, de 2da especie, éste le restringe 2 grados de libertad. El cuerpo fijado a
tierra mediante un vinculo fijo tiene un grado de libertad, que es la rotacion en torno de la articulacién
del vinculo.

Cuerpo libre en el plano: 3 GL, es decir Cuerpo fijado mediante un vinculo fijo: 1 GL,
roto traslacién es decir rotacion en torno de la articulaciéon

Figura7.  Vinculaciones en un solo cuerpo

Se considera ahora que, contiguo al primer cuerpo, que llamaremos 1, fijado mediante una
articulacion, existe otro cuerpo, que llamaremos 2, fijado de la misma manera. En ese caso ambos
cuerpos pueden girar cada uno en torno de las articulaciones a las que se encuentran fijados a tierra.

Figura 8. Dos cuerpos fijados con un vinculo fijo cada uno. En
total 2 GL, es decir rotacién de cada uno entorno de su
articulacion

Si se vincula el cuerpo 1 al cuerpo 2 mediante una articulacion A, entre ellos, entonces ambos
cuerpos quedan fijos. Teniendo en cuenta la hipétesis de rigidez, la distancia d; es invariable y un
giro del cuerpo 1 en torno a su apoyo fijo arrastraria a la articulacion A;, en la direccion o,
perpendicular a d:8. Realizando el mismo razonamiento para el cuerpo 2, se puede ver que el Unico
desplazamiento posible para la articulacién Ai.,, separada del apoyo fijo una distancia d, invariable,
seria en direccién &, debido a un giro de esta chapa entorno a su apoyo fijo. Observamos, entonces,
que Ai-; tiene dos restricciones de desplazamientos que no son compatibles entre si, por lo tanto la
articulacion constituye un punto fijo de la cadena, que junto con los puntos fijos impuestos por las
restricciones externas inmovilizan la cadena. Se llega a la conclusién de que la estructura asi
vinculada es cineméticamente invariable.

A esta configuracion se le llama arco de 3 articulaciones.

Figura9.  Arco de 3 articulaciones no alineadas: estructura
cinematicamente invariable = estructura isoestatica

8 Notar que el giro para pequefios movimientos se traduce en una traslacién en la direccion de la
tangente del arco descripto por la articulacidn que vincula los cuerpos con centro en el vinculo externo.

10
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Haciendo un balance de grados de libertad de la cadena, se tienen dos cuerpos en el plano, que
tienen 3 grados de libertad cada uno. Los vinculos externos imponen 2 condiciones de vinculo cada
uno. El vinculo interno restringe 2 grados de libertad. Se cumple que la cantidad de grados de libertad
igual a la cantidad de condiciones de vinculo impuestas.

Cantidad de cuerpos = 2

Condiciones de vinculo
Grados de libertad Condiciones de Condiciones de
vinculo externas vinculo internas
2X3=6 2+2 =4 2x1=2
6 442 =6

Balance: GL = CV

Para que se trate de una estructura cinematicamente invariable es necesario que las
articulaciones no se encuentren alineadas, dado que de lo contrario, el giro permitido por la restriccién
externa de uno de los cuerpos, sera el mismo movimiento permitido por el vinculo externo del otro
cuerpo y lo que es un caso de vinculacion aparente.

Figura 10. Arco de 3 articulaciones alineadas: vinculacion aparente. Ambos
cuerpos pueden girar en torno de las articulaciones externas

Otras cadenas de 2 cuerpos en el plano

Para cadenas de 2 chapas la cantidad de vinculos internos es 1: el vinculo que une ambas chapas.
Los vinculos internos restringen dos grados de libertad cada uno. Teniendo en cuenta esto, las
posibilidades de vinculacion que cumplen con la condicion GL = CV, son todas aquellas
combinaciones que sumen 4 condiciones de vinculo externo entre ambas, incluido el arco de 3
articulaciones.

A saber:

CVEcuerpo 1 + CVEcuerpo 2 Vinculos en cuerpo 1 Vinculos en cuerpo 2

AL AL

242 AN N

A AL
A
A

RN
3+1

AAA

11
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AA A

Tabla 6. Vinculaciones posibles para cadenas isoestaticas de dos chapas

Sin embargo, la condicion GL = CV no es suficiente para afirmar que la estructura es isoestatica.
Es necesario realizar un analisis cinematico para detectar si existe vinculacion aparente.

Reacciones en los vinculos

Dado un estado de cargas conocido actuando sobre una estructura, los vinculos desarrollan
reacciones para mantener a la estructura en equilibrio. Si el objetivo es conocer esas reacciones se
debe plantear el equilibrio de la estructura, poniendo de manifiesto tanto las acciones que actdan
sobre la estructura como las reacciones en los vinculos.

La cantidad de condiciones de vinculo en cadenas de 2 chapas son 4. Se ve entonces que las
ecuaciones de equilibrio global en el plano (Eg, 1) no son suficientes. Se debe recurrir ademas a
ecuaciones de equilibrio relativo. Esto es: si la estructura esta en equilibrio, entonces sus partes
también se encuentran en equilibrio. Se asume entonces el equilibrio de una parte de la estructura,
asumiendo que la otra se encuentra fija.

Debe considerarse que no existen fuerzas o momentos que, reducidos al vinculo interno, tengan
una componente coincidente con la direccion que el vinculo permite el movimiento. Es decir: si el
vinculo es una articulacién, el movimiento que permite es el giro de un cuerpo respecto del otro. Debe
verificarse que todas las cargas actuantes en un cuerpo no realicen un momento en torno de ese
punto, ya que si ese momento existiera el giro se materializaria. Andlogamente, si el vinculo interno
permite el movimiento en un determinado eje, no deben existir componentes de fuerza paralelos a
ese eje a un lado o al otro del vinculo.

Vinculo interno Ecuacién de equilibrio interno

| !3 z Mcuerpo a derecha = 0
% j Z Mcuerpo aderecha = 0

z Fy cuerpo a derecha = 0

L

LSS

Z Fy cuerpo a derecha — 0

7 §

Tabla 7. Vinculos internos y ecuaciones de equilibrio
relativo.

Es importante notar que, independientemente de dénde esté ubicado el vinculo entre dos cuerpos,
las fuerzas y momentos involucrados en la ecuacion de equilibrio relativo son los actuantes en el
cuerpo que se asume podria moverse respecto del otro. Este puede ser el caso en que la articulacion
propia no esta ubicada entre ambos cuerpos sino sobre uno de ellos. En ese caso las fuerzas
involucradas son las que estan aplicadas sobre el cuerpo de la derecha, aunque haya fuerzas
aplicadas a izquierda de la articulacion.

12
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Las ecuaciones de equilibrio relativo plantean el equilibrio hacia un lado o hacia el otro. Pueden
también plantearse ecuaciones de equilibrio relativo hacia ambos lados de un vinculo interno, en
reemplazo de la ecuacion de equilibrio global correspondiente a ese grado de libertad.

Cadenas abiertas de n cuerpos en el plano

Dada una cadena abierta de n cuerpos en el plano, la cantidad de grados de libertad totales son
3 GL por chapa.

GL=3'n (Eq 4)

Asumiendo que cada cuerpo esta vinculado al subsiguiente mediante un vinculo interno, la
cantidad de los mismos seré igual a la cantidad de cuerpos menos uno.

Vi=n—1 (Eq 5)

Si cada vinculo interno restringe 2 grados de libertad, la cantidad de condiciones de vinculo interno
es igual a dos veces la cantidad de vinculos Internos.

CVi=2-(n—1) (Eq 6)

Se deben igualar los grados de libertad a la totalidad de las condiciones de vinculo, esto es la
suma de las condiciones de vinculo externos e internos:

GL=CV =CVI + CVE (Eq7)
Se puede despejar la cantidad de condiciones de vinculo externo.
CVE= GL—CVI=3n—-2(n—1) (Eq 8)
Por lo tanto, para cadenas abiertas de n cuerpos, es necesario que:
CVE=n+2 (Eq 9)

Como esta condicion es necesaria, pero no suficiente, debe verificarse ademas que no existe
vinculacién aparente para afirmar que la estructura es cinematicamente invariable.

Estas condiciones de vinculo deben estar repartidas entre los cuerpos de la cadena, de forma que
todos los cuerpos se encuentren fijos. En la Tabla 6, se detallaron las posibles combinaciones de
condiciones de vinculo por cuerpo para cadena de 2 cuerpos. Para cadenas mas numerosas las
combinaciones se multiplican. Notar que un mismo cuerpo no deberia tener restringidas mas de las
3 condiciones de vinculo necesarias para fijarlo. Por lo tanto, mas de 3 CVE aplicadas en el mismo
cuerpo implican necesariamente vinculacion aparente.

A medida que la cadena se hace mas larga, la cantidad de incégnitas que representan las
reacciones en los vinculos se hace mayor, segln la ecuacién Eq 11. Por lo tanto se debera aumentar
la cantidad de ecuaciones parciales para poder obtener un sistema de igual cantidad de ecuaciones
gue de incognitas.

Esto es:
Cuerpos de la cadena Reacciones de vinculo Ecuaciones de Ecuaciones de
abierta en el plano incognita equilibrio global equilibrio relativo
1 3 3 0
2 4 3 1
3 5 3 2
4 6 3 3
n n+2 3 n—1
Tabla 8. Cantidad de ecuaciones glolballles y parciales en cadenas de cuerpos en
el plano
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Se agrega una ecuacién de equilibrio relativo por cada vinculo entre cuerpos.

Cadenas cerradas en el plano
Si las cadenas de cuerpos forman una estructura cerrada, cada cuerpo se vincula con dos cuerpos.

La cantidad de grados de libertad totales en cadenas cerradas es la misma que para cadenas
abiertas, que son 3 GL por chapa:

GL=3n (Eq 10)

Como cada cuerpo se vincula con dos cuerpos, entonces la cantidad de vinculos para la cadena
es igual a la cantidad de cuerpos. Cada vinculo interno que restringe 2 grados de libertad, la cantidad
de vinculos internos sera igual a la cantidad de chapas menos uno.

Vi=n (Eq 11)

La cantidad de condiciones de vinculo interno es igual a dos veces la cantidad de vinculos, que
es igual a la cantidad de cuerpos.

CVI=2-n (Eq12)
Despejando la cantidad de condiciones de vinculo externo de la condiciéon GL = CV:
CVE = GL—-CVI=3n-2n (Eq 13)

Por lo tanto, para cadenas cerradas de n cuerpos isoestaticas, es necesario, pero no suficiente,
que condiciones de vinculo externo sean iguales a la cantidad de cuerpos:

CVE =n (Eq 14)

Cadenas cerradas de 3 cuerpos

Para formar una cadena cerrada de cuerpos es necesario contar con al menos 3 cuerpos. Este
es el caso del triangulo, que forma una figura indeformable.

Figura 11. Tridngulo plano indeformable

La cantidad de condiciones de vinculo externo es igual a la cantidad de cuerpos. En el caso de
cadenas de tres cuerpos, sus condiciones de vinculo externo son tres, de forma que se comporta
igual que un Unico cuerpo. De esta manera, para conocer las reacciones de vinculo externo para una
cadena cerrada de 3 cuerpos plana, basta con plantear las ecuaciones de equilibrio en el plano Eq.
1.

Si la forma de los cuerpos fuera tal que las 3 articulaciones que los vinculan quedaran alineadas,
estariamos frente al caso de vinculacion aparente.

Figura 12. Ejemplo de vinculacién aparente en cadenas cerradas
de 3 cuerpos en el plano
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Cadenas cerradas de n cuerpos en el plano®
Si la cadena esta formada por méas de 3 cuerpos, entonces las ecuaciones de equilibrio global ya
no seran suficientes para determinar los valores de las reacciones de vinculo, dado un estado de
cargas actuante sobre la estructura.

Figura 13. Cadena de cerrada de 4 cuerpos

Seréa necesario utilizar las ecuaciones de equilibrio relativo. Sin embargo, en una cadena cerrada
no pueden identificarse dos partes unidas mediante un vinculo, ya que cada cuerpo se encuentra
unido al subsiguiente de manera directa a través del vinculo entre ellos y de manera indirecta a
través de la cadena que desemboca en mismo cuerpo subsiguiente.

Es necesario entonces abrir la cadena cerrada, poniendo de manifiesto los vinculos internos, que
también son incognitas. De esta manera, si bien se agregan incognitas al sistema de ecuaciones,
pueden utilizarse las ecuaciones de equilibrio relativo en todos los vinculos.

A

Figura 14. Para la resolucion, es necesario abrir la cadena
poniendo de manifiesto las reacciones de vinculo internos?°.

Para simplicidad de calculos es conveniente abrir la cadena en un vinculo interno, de forma que
como el vinculo permite un grado de libertad, la cantidad de incégnitas que se agregan son las dos

que restringe.
Una vez abierta la cadena, el procedimiento de resolucién es el mismo que en el tratamiento de
cadenas abiertas en el plano.

A modo de resumen

e En Estabilidad | se estudian estructuras de barras isoestaticas.

e Grados de libertad de un cuerpo representan las posibilidades de movimiento independiente.
Es decir el numero de coordenadas libres que posee.
Condiciones de vinculo: restricciones al movimiento en coordenadas independientes.
Reacciones de vinculo: en los vinculos, cada restriccion en coordenada independiente se
puede reemplazar por una fuerza o momento en esa direccion.

e Condiciones de vinculacion:

° Por lo general, en Estabilidad | no se resolveran cadenas de méas de 4 cuerpos.
10 Notar que el equilibrio se plantea en la configuracién geométrica inicial, sin abrir
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) . . Hipoestatica
Hiperestatica Isoestatica ]
(mecanismo)
GL<CV GL=CV GL>CV
+
Cl

Cinematicamente invariable o estable: Frente a cualquier sistema de fuerzas que actle sobre
la estructura ésta permanecera en reposo
Analisis isoestaticidad: doble verificacion:

e Condicién necesaria, pero no suficiente, GL < CV

¢ Verificacion de inexistencia de vinculacién aparente.
La cantidad de grados de libertad de un cuerpo en el plano es 3y en el espacio es 6.
La cantidad de condiciones de vinculo externo necesarios, pero no sufcientes, de una cadena
abierta de n cuerpos isoestética en el plano es CVE = n + 2.
Para resolver cadenas abiertas de 2 cuerpos 0 mas es necesario plantear ecuaciones de
equilibrio relativo, ademas de las ecuaciones de equilibrio global.
La cantidad de condiciones de vinculo externo necesarios de una cadena cerrada de n
cuerpos en el plano es CVE =n
Las cadenas cerradas de 3 cuerpos en el plano se comportan como un solo cuerpo en el
plano.
Para resolver cadenas cerradas de 4 o mas cuerpos es necesario abrir la cadena, poniendo
de manifiesto sus vinculos internos y plantear ecuaciones de equilibrio relativo, ademas de
las ecuaciones de equilibrio global.
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Anexos

Equilibrio de una particula

Dada una particula, o punto material, sometida a la accién de un sistema de fuerzas. Dado que
las fuerzas se encuentran aplicadas sobre la misma particula, sus rectas de accion concurren sobre
ella. Por lo tanto se trata de un sistema de fuerzas concurrentes. Si la particula se encuentra en
reposo, el sistema de fuerzas se encuentra en equilibrio.

En términos de un sistema de coordenadas independientes x, y z, se pueden expresar las
ecuaciones de equilibrio segun:

Equilibrio de una particula en el plano:

§=2Fi=o (Eq 1)

Equilibrio de una particula en el espacio:

ﬁ:ZFi=0 ZFy= (Eq 2)

Grados de libertad de una particula

Plano Espacio
Particula 2GL 3GL
Tabla 9. Grados de libertad de particulas y cuerpo

Resolucion de ejercicios

Para calcular las RVE los pasos a seguir en cualquier tipo de estructura son:
Andlisis cinematico
En DCL: reemplazo de las CV por las RVE

Planteo y resolucién de las ecuaciones
Exposicién y chequeo de los resultados: DCE

A continuacién una serie de ejemplos:

Resoluciéon de un arco de 3 articulaciones

Dado el caso conocido del arco de 3 articulaciones, sometido a la accién de un estado de cargas
determinado, se pueden poner de manifiesto las componentes escalares de fuerza que son las
reacciones en los vinculos. Las direcciones de las fuerzas responden a una propuesta de sistema de
referencia de coordenadas independientes. El sentido de las fuerzas propuesto inicialmente es
arbitrario y sera corroborado o corregido segun el resultado sea positivo o negativo. El punto de
aplicacion sera el punto en que el vinculo esta unido al cuerpo.
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Figura 15. Diagrama de cuerpo libre de arco de 3 articulaciones sometido a un
estado de cargas.

Las ecuaciones de equilibrio globalesson 3: Y F, =0, XF, =0, ¥M, =0

Es necesario plantear ademas una ecuacién de equilibrio relativo, de un cuerpo respecto del otro.
Como el vinculo entre ambos cuerpos es una articulacion, la ecuacion de equilibrio adecuada sera:

Resolucion de cadena abierta de 3 cuerpos

Resolucion de cadena cerrada de 4 cuerpos
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